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第一章 线性空间

1.1 线性空间与子空间

1.1.1 线性空间

什么是“线性”？我们先了解如何描述一条直线。平面上的一条直线可以通过如下函数刻画：

t

y

y = at+ b

这里把 t 看作时间，a, b 是常数。当 t 跑遍 R 时，这个函数关系在 (t, y) 平面上的轨迹是一条直

线。类似的，R3 中的直线可以用函数关系表示：

y

z

x

r⃗ = t⃗a+ b⃗

这里 r⃗ = (x, y, z) 是空间向量，a⃗, b⃗ 是两个常数向量，t ∈ R 是参数。当 t 跑遍 R 时，这个参数
关系在 3 维空间中的轨迹是一条（经过 b⃗，沿着 a⃗ 方向的）直线。

由上述讨论知道，描述直线关系 r⃗ = t⃗a+ b⃗ 我们需要如下两个操作：

1. 加法：可以把两个向量相加，即：a⃗+ b⃗。

2. 数乘：可以把一个数乘以一个向量，即：t⃗a。
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简单来说，线性结构就是关于“加法”和“数乘”的结构。一个集合如果有“加法”和“数

乘”这两个运算，我们称其为线性空间。为了讨论完备，我们以下给出线性空间的完整数学定

义。定义看似很复杂，实际上列出的性质都是比较自然的，很容易在具体例子中检验。

定义 1.1.1. 一个数域 k（k = R 或者 C）上的线性空间（或称向量空间）指的是一个集合 V 以

及二元运算

加法: V × V
+→ V 数乘：k × V → V

使得对任何 u, v,w ∈ V, a, b ∈ k，下列性质成立：

1. 加法交换律：u + v = v + u

2. 加法结合律：(u + v) + w = u + (v + w)

3. 零元素：存在唯一元素 0 ∈ V 使得 0 + u = u

4. 负元素：存在唯一的 −u ∈ V 使得 u + (−u) = 0

5. 单位元：对 k 中的单位元 1，满足 1u = u

6. 数乘结合律：a(bu) = (ab)u

7. 分配律（向量加法）；a(u + v) = au + av

8. 分配律（数量加法）：(a+ b)u = au + bu

线性空间 V 中的元素称为一个向量。

如不特殊说明，我们考虑实线性空间（即 k = R）。

例子 1.1.2. 3 维空间 R3 是一个实线性空间

• 加法：对于向量 u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3)

u + v = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3)

• 数乘：对 λ ∈ R 和向量 u = (u1, u2, u3)

λu = (λu1, λu2, λu3)

例子 1.1.3. 线性空间 Rn 中的一个向量表达为

u = (u1, u2, · · · , un), ui ∈ R

• 加法：
u + v = (u1 + v1, u2 + v2, · · · , un + vn)

• 数乘：对 λ ∈ R
λu = (λu1, λu2, · · · , λun)

7



例子 1.1.4. 所有的一元多项式组成的集合 R[x]构成一个线性空间。给定两个多项式 f(x), g(x)，

加法即为多项式相加 f(x) + g(x)，数乘即为多项式的数乘 λf(x)。

类似的，所有的一元光滑函数构成的空间（记为 C∞(R)）是一个线性空间。

例子 1.1.5. 一个 n 次多项式指的是如下的多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, 其中 an 6= 0

• 所有 n 次多项式（n ≥ 1）构成的集合在多项式加法和数乘下，不构成一个线性空间。例

如两个 n 次多项式相减可能不再是 n 次多项式。特别地，这个集合不包含零多项式。

• 所有次数 ≤ n 的多项式构成的集合在多项式加法和数乘下构成一个线性空间。

例子 1.1.6. 量子力学和经典力学的一个本质区别是量子物理态构成一个复线性空间（Hilbert空
间）。例如一个量子自旋系统，一个自旋向上的态 |↑〉 和一个自旋向下的态 |↓〉 可以叠加得到一
个新的物理态

1√
2
|↑〉+ 1√

2
|↓〉

又例如干涉现象的本质也是做线性叠加。

例子 1.1.7. 设 D = an(x)
dn

dxn + · · ·+ a1(x)
d
dx + a0(x) 是一个微分算子。则所有满足如下微分方

程的函数 f(x)

{f(x)|Df(x) = 0}

构成一个线性空间。这是因为如果 f(x), g(x) 满足方程，则

D(f(x) + g(x)) = Df(x) +Dg(x) = 0 =⇒ f(x) + g(x) 满足方程

D(cf(x)) = cDf(x) = 0 =⇒ cf(x) 满足方程

1.1.2 直和

给定两个线性空间 V,W，我们可以定义一个新的线性空间 V ⊕W 称为 V 和 W 的直和。

作为集合

V ⊕W = {(v, w)|v ∈ V,w ∈W}

加法和数乘定义为

(v1, w1) + (v2, w2) := (v1 + v2, w1 + w2)

λ(v, w) := (λv, λw)

类似可以定义 m 个线性空间 V1, · · · , Vm 的直和

V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm

直和中的元素可以表示为 (u1, · · · , um), ui ∈ Vi。

例子 1.1.8. 线性空间 Rn 可以写成 n 个 R 的直和

Rn = R⊕ R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

如果 n = m+ k，我们也可以写成

Rn = Rm ⊕ Rk
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1.1.3 线性子空间

定义 1.1.9. 设 V 是一个数域 k 上的线性空间。V 的一个子集 W 称为 V 的一个线性子空间，

如果 W 包含 V 中的零元素 0 并且 W 中的元素在加法和数乘运算下封闭，即

• 对任意 w1, w2 ∈W，则 w1 + w2 ∈W。

• 对任意 w ∈W 和 λ ∈ k，则 λw ∈W。

命题 1.1.10. V 的线性子空间是一个线性空间。

证明: 设 W 是 V 的线性子空间。验证 0 ∈W：

0 = w + (−w) ∈W 这里 w ∈W

容易检验 W 在 V 的加法和数乘运算下构成线性空间。

例子 1.1.11. 考虑 R2 的子集 L = {(x, y)|y = ax+ b} ⊂ R2，

x

y L

y = ax+ b

则 L 是 R2 的线性子空间当且仅当 L 过原点。

x

y

L

y = ax

实际上，原点 0 = (0, 0) 是 R2 的零元素，如果 L 是线性子空间则一定包含原点。反之，如

果 L 过原点，则直线方程为

L = {(x, y)|y = ax}

若 (x1, y1), (x2, y2) ∈ L，则 (x1 + x2, y1 + y2) ∈ L

y1 + y2 = ax1 + ax2 = a(x1 + x2)
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并且 (λx1, λy1) ∈ L，即

λy1 = λ(ax1) = a(λx1)

因此 L 在加法和数乘下封闭。

例子 1.1.12. 空间 R3 中的平面 H = {(x1, x2, x3) ∈ R3|a1x1 + a2x2 + a3x3 = b} 是 R3 的线性

子空间当且仅当 H 过原点，即 b = 0。

H = {a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0}
n̂ = (a1, a2, a3)

x2

x1

x3

例子 1.1.13. V = R[x]，W = {次数 ≤n 的一元多项式}。则 W ⊂ V 是一个线性子空间。

例子 1.1.14. V = R[x]，Wx0 = {f(x) ∈ V |f(x0) = 0}, x0 ∈ R。则 Wx0 ⊂ V 是线性子空间。对

任意 f(x), g(x) ∈Wx0

(f + g)(x0) = f(x0) + g(x0) = 0

因此 f + g ∈Wx0。类似可证对 λ ∈ R，λf ∈Wx0。

例子 1.1.15. V = R[x]，W = {f(x) ∈ V |f(0) = 1} 不是 V 的线性子空间。例如零函数不在 W

中。

例子 1.1.16. 考虑两个线性空间的直和 V ⊕W。则

V ⊕ 0 = {(v, 0)|v ∈ V, 0 ∈W 是零元}

0 ⊕W = {(0, w)|w ∈W, 0 ∈ V 是零元}

是 V ⊕W 的线性子空间。这是因为零元满足

0 + 0 = 0, λ0 = 0.

例子 1.1.17. V = C∞(R)，W 为 V 中满足如下微分方程的解

f ′(x) = 2f(x)

W 是 V 的线性子空间。不难解出

W = {ce2x}c∈R
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例子 1.1.18. V = C∞(R)，W 为 V 中满足如下微分方程的解

f ′′(x) + f(x) = 0

W 是 V 的线性子空间。不难解出

W = {a sin(x) + b cos(x)}a,b∈R

例子 1.1.19. 在量子力学中，满足定态薛定谔方程(
− h̄2

2m
∇2 + V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x)

的波函数 ψ(x) 构成态空间的线性子空间。E 称为“能量本征值”，对应子空间包含能量 E 的

量子态。

例子 1.1.20. 真空中麦克斯韦方程∇ · E⃗ = 0

∇ · B⃗ = 0

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇× B⃗ = 1
c2

∂E⃗
∂t

的解是一个线性空间。固定波矢 k⃗ 的如下解

{E⃗|E⃗ = u⃗ cos(k⃗ · r⃗ − ωt)}
u⃗与k⃗垂直

是一个由线偏振光构成的线性子空间。

u⃗

k⃗ × u⃗

k⃗
k⃗

E⃗

B⃗

命题 1.1.21. V 的任意个线性子空间的交是线性子空间。

证明: 设 {Wα}α∈I 是 V 的线性子空间。设

v1, v2 ∈
⋂
α∈I

Wα

则对每个 α ∈ I，我们有 v1 + v2 ∈Wα，因此

v1 + v2 ∈
⋂
α∈I

Wα

类似可证 λv1 ∈
⋂
α∈I

Wα。
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例子 1.1.22. R3 中不平行的两个平面的交是一条直线

x

y

z

例子 1.1.23. V = C∞(R)，U 为 V 中满足如下方程的解

f ′′(x) + f(x) = 0, f(0) = 0.

U 是 V 的两个线性子空间 {f ∈ V |f ′′(x) + f(x) = 0} 和 {f ∈ V |f(0) = 0} 的交，因此是线性
子空间。具体而言

U = {a sin(x)}a∈R.

1.2 线性组合与线性相关性

1.2.1 线性组合

线性空间中的元素通常可以通过一些比较基本的元素表达出来。例如可以把 R3 中的矢量

写成

v⃗ = a⃗i+ b⃗j + ck⃗

这里 v⃗ = (a, b, c)。 i⃗, j⃗, k⃗ 是单位向量

i⃗ = (1, 0, 0) j⃗ = (0, 1, 0) k⃗ = (0, 0, 1)

定义 1.2.1. 设 v1, · · · , vm ∈ V，λ1, · · · , λm ∈ k。则向量

u = λ1v1 + · · ·+ λmvm

称为向量 v1, · · · , vm 的线性组合，或者称 u可以由 v1, · · · , vm 线性表达。所有可以由 v1, · · · , vm

线性表达的向量构成的集合记为

Span{v1, · · · , vm}

命题 1.2.2. Span{v1, · · · , vm} 是 V 的线性子空间。

12



证明: 设 u,w ∈ Span{v1, · · · , vm}，即

u = α1v1 + · · ·+ αmvm v = β1v1 + · · ·+ βmvm

=⇒ u + v = (α1 + β1)v1 + · · ·+ (αm + βm)vm

属于 Span{v1, · · · , vm}。类似可证数乘封闭。

例子 1.2.3. R3 中 Span{u⃗, v⃗} 是由 u⃗, v⃗ 两个向量张成的平面（这里假设 u⃗, v⃗ 不共线）

u⃗

v⃗

例子 1.2.4. 微分方程
f ′′(x) + f(x) = 0

所有的解构成的线性空间可以写成

Span{cos(x), sin(x)}

线性表达的方式有可能并不唯一。例如考虑

v⃗1 = (1,−1, 0), v⃗2 = (0, 1,−1), v⃗3 = (1, 0,−1)

则向量 u⃗ = (2, 0,−2) 可以线性表达为

u⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3

也可以线性表达为

u⃗ = 2v⃗1 + 2v⃗2

那么什么时候线性表达的方式是唯一的？为了回答这个问题，需要引入线性相关的概念。

1.2.2 线性相关性

定义 1.2.5. V 中向量 v1, · · · , vm 称为是线性相关的，如果存在不全为 0 的数 λ1, · · · , λm ∈ k

使得

λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0

否则，称 v1, · · · , vm 是线性无关的。
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如果 v1, · · · , vm 是线性相关的，即存在不全为 0 的数 λ1, · · · , λm ∈ k 使得

λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0

不妨设其中 λi 6= 0，则

vi = − 1

λi
(λ1v1 + · · ·+ λi−1vi−1 + λi+1vi+1 + · · ·λmvm)

即 vi 可以由其他的向量线性表达。

反之亦然，如果 v1, · · · , vm 中有某个向量可以被其他向量线性表达，不妨设

vi = α1v1 + · · ·+ αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + · · ·αmvm

则

α1v1 + · · ·+ αi−1vi−1 + (−1)vi + αi+1vi+1 + · · ·αmvm = 0

因此 v1, · · · , vm 线性相关。由此我们证明了如下结论

命题 1.2.6. 向量 v1, · · · , vm 线性相关当且仅当存在其中某个向量可以被其他向量线性表达。

因此我们可以把线性相关的向量理解为这些向量中有冗余的线性信息。

例子 1.2.7. 两个非零向量 v1, v2 是线性相关的当且仅当它们在同一直线上，即存在 λ 6= 0 使得

v2 = λv1

v1 v2

例子 1.2.8. 考虑 R3 中的向量

v⃗1 = (1,−1, 0), v⃗2 = (0, 1,−1), v⃗3 = (−1, 0, 1)

可以看出

v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0

因此它们是线性相关的。比如 v⃗3 可以线性表达为

v⃗3 = −v⃗1 − v⃗2

例子 1.2.9. R3 中的 3 个向量 v⃗1, v⃗2, v⃗3 是线性相关的当且仅当它们在同一个平面上。实际上，

不妨设

v⃗3 = av⃗1 + bv⃗2.

则 v⃗3 包含在 v⃗1 和 v⃗2 张成的平面。

v⃗1

v⃗2 v⃗3
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1.2.3 线性无关性

下面我们来考察线性无关性。v1, · · · , vm 是线性无关的等价表述为：如果 λ1, · · · , λm ∈ k

满足

λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0

则一定有

λ1 = · · · = λm = 0

换言之，零元只能由 v1, · · · , vm 平凡地线性表达。

例子 1.2.10. 考虑 R3 中相互垂直的单位向量

i⃗ = (1, 0, 0) j⃗ = (0, 1, 0) k⃗ = (0, 0, 1)

假如有 λ1, λ2, λ3 ∈ R 使得
λ1⃗i+ λ2j⃗ + λ3k⃗ = 0

即 (λ1, λ2, λ3) = 0 是零向量，则每个分量都是 0

λ1 = λ2 = λ3 = 0

因此 i⃗, j⃗, k⃗ 是线性无关的。它们不在同一平面上。

命题 1.2.11. 假设 S = {v1, · · · , vm} 线性无关，则 S 的任意子集的向量组都是线性无关的。

证明：不妨考虑子集 {v1, · · · , vs} (s ≤ m)。假设

λ1v1 + · · ·+ λsvs = 0

把它写成

λ1v1 + · · ·+ λsvs + 0vs+1 + · · ·+ 0vm = 0

由 S 的线性无关性可以推知 λ1 = · · · = λs = 0。因此 {v1, · · · , vs} 是线性无关的。

例子 1.2.12. 我们知道 R3 中向量

i⃗ = (1, 0, 0) j⃗ = (0, 1, 0) k⃗ = (0, 0, 1)

是线性无关的。因此其中任意两个，比如 i⃗ 和 j⃗，是线性无关的。

命题 1.2.13. 假设 v1, · · · , vm 线性无关，u 是它们的线性组合。则存在唯一的 λ1, · · · , λm ∈ k

使得

u = λ1v1 + · · ·+ λmvm

证明：假设 u 有两个线性表达

u = λ1v1 + · · ·+ λmvm u = µ1v1 + · · ·+ µmvm

两式相减我们得到

(λ1 − µ1)v1 + · · ·+ (λm − µm)vm = 0
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由线性无关性可知，λ1 = µ1, · · · , λm = µm.

因此如果 v1, · · · , vm 是线性无关的向量，则 Span{v1, · · · , vm} 中任一向量 u 可以唯一表
达为

u = λ1v1 + · · ·+ λmvm

因此 u 可以一一对应于一组数 (λ1, · · · , λm)。这组数可以想象成标识 u 的“坐标”。我们之后将
会系统讨论这个坐标表达的方法。

例子 1.2.14. 平面 R2 中的向量 v⃗1 = (1, 0) 和 v⃗2 = (1, 1) 不共线，因此是线性无关的。它们的

线性组合张成整个平面

R2 = Span{v⃗1, v⃗2}

对于向量 u⃗ = (a, b)，我们把它线性表达为

(a, b) = λ1v⃗1 + λ2v⃗2 = (λ1 + λ2, λ2)

对比分量我们可以解出 λ1 = a− b, λ2 = b。例如

(3, 2) = 1v⃗1 + 2v⃗2

v⃗1

v⃗2
2v⃗2

(3, 2) = 1v⃗1 + 2v⃗2

向量 (3, 2) 如果用 v⃗1, v⃗2 来线性表达的话，它被标记的“坐标”是 1 和 2。这个和原始的坐

标 3 和 2 是不一样的。我们之后会详细讨论它们的关系。

定义 1.2.15. 设 S, T ⊂ V 是线性空间 V 的两个子集。我们称 S 可以由 T 线性表达，如果 S

中的每个向量都可以由 T 线性表达，即

S ⊂ Span T

S 和 T 称为线性等价，如果 S 和 T 可以相互线性表达，即 S 可以被 T 线性表达，T 可以被

S 线性表达。

命题 1.2.16. S 可以被 T 线性表达当且仅当 SpanS ⊂ SpanT

证明：假设 SpanS ⊂ SpanT。由 S ⊂ SpanS 知 S ⊂ SpanT，即 S 可以被 T 线性表达。

反之，假设 S 可以被 T 线性表达。对 SpanS 中任一向量 u，它可以线性表达为

u = λ1v1 + · · ·+ λmvm 其中 vi ∈ S ⊂ SpanT

SpanT 是线性空间，因此 u ∈ SpanT。
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命题 1.2.17. S 和 T 线性等价当且仅当 SpanS = SpanT。

证明：由前述命题可知

S 可以被 T 线性表达 ⇔ SpanS ⊂ SpanT

T 可以被 S 线性表达 ⇔ SpanT ⊂ SpanS

因此 S 和 T 线性等价当且仅当 SpanS = SpanT。

例子 1.2.18. 考虑 R2 中的向量。如果两个向量 v⃗1, v⃗2 不共线，另外两个 u⃗1, u⃗2 也不共线，则

Span{v⃗1, v⃗2} = R2 = Span{u⃗1, u⃗2}

都张成整个平面，故 {v⃗1, v⃗2} 与 {u⃗1, u⃗2} 线性等价。

例子 1.2.19. 设 S = {v⃗1, v⃗2} 是 R3 不共线的两个向量，T = {u⃗1, u⃗2} 是 R3 另外两个不共线的

向量。则 S 与 T 线性等价当且仅当 S 和 T 张成 R3 中同一个平面。

1.3 基与维数

1.3.1 线性空间的基

线性空间中的元素可以通过一些更基本的向量来线性表达。这个想法给出了“基”的概念。

定义 1.3.1. 线性空间 V 的一组向量 v1, · · · , vn 称为 V 的一组基，如果它们线性无关，并且 V

中的每个向量都可以通过它们来线性表达，即

V = Span{v1, · · · , vn}.

我们只考虑有限个向量构成一组基的情况。有时候还需要无穷个向量来构成一组基（例如

量子力学中的态空间），这个是泛函分析里讨论的内容。我们这里不考虑无穷的情况。

考虑实线性空间 V。如果 v1, · · · , vn 构成 V 的一组基，那么 V 中任一向量 u 可以唯一地
写成

u = λ1v1 + · · ·+ λnvn, λi ∈ R

反之，给定实数 λ1, · · · , λn，上述公式给出了 V 中的一个向量。由此我们证明了如下结论。

命题 1.3.2. 设 v1, · · · , vn 是 V 的一组基。则映射

φ : Rn → V

(λ1, · · · , λn) 7→ λ1v1 + · · ·+ λnvn

给出了 Rn 和 V 之间的一一对应。

因此，如果我们找到 V 的一组基，那么就可以用一串数字 λ1, · · · , λn 来唯一的表示 V 中

的向量。
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例子 1.3.3. R3 中相互垂直的单位向量

i⃗ = (1, 0, 0) j⃗ = (0, 1, 0) k⃗ = (0, 0, 1)

构成 R3 的一组基。任一向量 (a, b, c) 可以表达为

(a, b, c) = a⃗i+ b⃗j + ck⃗

因此向量 (a, b, c) 可以通过 a, b, c 这 3 个数字来标记。

例子 1.3.4. 类似的，Rn 中的一组向量

e⃗1 = (1, 0, · · · , 0)

e⃗2 = (0, 1, · · · , 0)

· · ·

e⃗n = (0, 0, · · · , 1)

构成了 Rn 的一组基，称为 Rn 的标准基。

例子 1.3.5. V = R2 中的向量 v⃗1 = (1, 0) 和 v⃗2 = (1, 1) 构成一组基。对于向量 u⃗ = (a, b)，我

们把它线性表达为

(a, b) = λ1v⃗1 + λ2v⃗2 = (λ1 + λ2, λ2)

这组基给出了一个一一对应

φ : R2 → V

(λ1, λ2) 7→ λ1v⃗1 + λ2v⃗2 = (λ1 + λ2, λ2)

v⃗1

v⃗2
2v⃗2

(3, 2) = 1v⃗1 + 2v⃗2

这里 φ 将基坐标 (1, 2) 对应到向量 1v⃗1 + 2v⃗2

φ : (1, 2) → 1v⃗1 + 2v⃗2 = (3, 2)

1.3.2 维数

自然有如下两个问题。第一，如何构造一组基？第二，注意到基的选取并不唯一，那么不同

的基之间是什么关系？

假设 {v1, v2, · · · , vn}是 V 的一组基，{u1, · · · , um}是 V 的另一组基。我们下面证明 n = m，

即不同基中的向量个数一定是一样的。
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引理 1.3.6. 假设非零向量 u 可以由一组向量 {v1, v2, · · · , vn} 线性表达，则存在 i 使得

{v1, · · · , vn} 与 {v1, · · · , vi−1, u, vi+1, · · · , vn} 线性等价。

证明：u = λ1v1 + · · ·+ λnvn。不妨设 λi 6= 0，则

vi = − 1

λi
(λ1v1 + · · ·+ λi−1vi−1 − u + · · ·+ λnvn)

因此

{v1, · · · , vn} ⊂ Span{v1, · · · , vi−1, u, vi+1, · · · , vn}

另一方面显然有

{v1, · · · , vi−1, u, vi+1, · · · , vn} ⊂ Span{v1, · · · , vn}

命题 1.3.7. 假设 {u1, · · · , um} 线性无关，并可以由一组向量 {v1, v2, · · · , vn} 线性表达。则可
以用 {u1, · · · , um} 替换掉 {v1, v2, · · · , vn} 中的某 m 个向量并保持其与 {v1, v2, · · · , vn} 线性
等价。特别的，我们有 m ≤ n。

证明：由假设 u1 ∈ Span{v1, v2, · · · , vn}。由引理1.3.6知存在某个 vi，不妨设是 v1，使得

Span{v1, v2, · · · , vn} = Span{u1, v2, · · · , vn}

下面考虑 u2。由假设 u2 ∈ Span{u1, v2, · · · , vn}，于是

u2 = λ1u1 + λ2v2 + · · ·λnvn

其中 λ2, · · · , λn 不能全为 0，否则 u2 = λ1u1 与 u1, u2 线性无关的假设矛盾。不妨设 λ2 6= 0，

则由引理1.3.6知
Span{u1, v2, · · · , vn} = Span{u1, u2, v3 · · · , vn}.

重复这个过程，我们证明可以用 {u1, · · · , um} 替换掉 {v1, v2, · · · , vn} 中的 m 个向量并保

持线性等价性。特别的必然有 m ≤ n。

命题 1.3.8. 假设 {v1, v2, · · · , vn} 是 V 的一组基，{u1, · · · , um} 是 V 的另一组基，则 n = m。

证明：由假设，{v1, v2, · · · , vn} 线性无关，并且可以被 {u1, · · · , um} 线性表达。由命题1.3.7知

n ≤ m.

同理知 m ≤ n。因此 n = m。

定义 1.3.9. 设 {v1, · · · , vn} 是线性空间 V 的一组基，则 n 称为 V 的维数，记为

dimV = n.

V 称为一个 n 维线性空间。
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由命题1.3.8知，这样定义的维数其实与基的选取没有关系，是 V 本身的性质。当然也存在

无穷维的线性空间，我们这里只讨论有限维的情况。

例子 1.3.10. Rn 中的一组基为

e⃗1 = (1, 0, · · · , 0)

e⃗2 = (0, 1, · · · , 0)
...

e⃗n = (0, 0, · · · , 1)

因此 Rn 的维数是 n。

例子 1.3.11. 微分方程
f ′′(x) + f(x) = 0

解构成的空间 V 的一组基是 {cos(x), sin(x)}，因此 dimV = 2。

命题 1.3.12. 设 V 是 n 维线性空间，{v1, · · · , vn} 是 n 个线性无关的向量。则它们构成 V 的

一组基。

证明：由定义，V 存在一组基 {u1, · · · , un}。由于 {v1, · · · , vn}线性无关，且可以由 {u1, · · · , un}
线性表达，由命题1.3.7知可以用 {v1, · · · , vn} 替换 {u1, · · · , un} 中的 n 个向量（即全部替换），

使得

Span{v1, · · · , vn} = Span{u1, · · · , un} = V

因此 {v1, · · · , vn} 是 V 的一组基。

因此在 n 维空间里找一组基，等价于找 n 个线性无关的向量。

例子 1.3.13. R3 中任意 3 个不共面的向量 {u⃗1, u⃗2, u⃗3} 线性无关，因此构成 R3 的一组基。

命题 1.3.14. 设 V 是一个 n 维线性空间，U 是线性子空间，则

dimU = m ≤ dimV = n

并且 U 的任意一组基 {u1, · · · , um} 可以扩展为 V 的一组基 {u1, · · · , um, vm+1, · · · , vn}。

证明：选 U 的基 {u1, · · · , um}，V 的基 {v1, · · · , vn}。由于 U ⊂ V，则 {u1, · · · , um} 线性
无关且可以由 {v1, · · · , vn} 线性表达。由命题1.3.7知 m ≤ n，并且可以用 {u1, · · · , um} 替换
{v1, · · · , vn} 中 m 个向量构成 V 的基，从而扩展性得证。

例子 1.3.15. 设 H 是 R3 中过原点的一个平面，L 是 H 中过原点的一条直线。则 L ⊂ H ⊂ R3

dimL = 1 < dimH = 2 < dimR3 = 3.
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1.3.3 向量组的秩

定义 1.3.16. 设 S 是 V 的一组向量。如果 S 中的向量 {u1, · · · , ur} 线性无关，并且对任意
u ∈ S，向量 {u, u1, · · · , ur} 均线性相关。我们称 {u1, · · · , ur} 是 S 的一个极大线性无关组。

命题 1.3.17. S 中的向量 {u1, · · · , ur} 构成 S 的一个极大线性无关组当且仅当它们是 SpanS
的一组基。因此

r = dim SpanS

证明：假设 {u1, · · · , ur} 是 SpanS 的一组基。则任意 u ∈ S 可以写成 u = λ1u1 + · · ·λrur，于

是 {u, u1, · · · , ur} 线性相关。由 {u1, · · · , ur} 是线性无关的，因此它们是极大线性无关组。
反之，假设 {u1, · · · , ur} 是极大线性无关组。则对任意 u ∈ S，{u, u1, · · · , ur} 是线性相关

的，即存在

λ0u + λ1u1 + · · ·+ λrur = 0

这里 λi 不全为 0。如果 λ0 = 0，由 {u1, · · · , ur} 线性无关知 λ1 = · · · = λr = 0，矛盾。故

λ0 6= 0，因此 u可以由 {u1, · · · , ur}线性表达。由 u的任意性知 S 中元素均可以由 {u1, · · · , ur}
线性表达，因此

SpanS = Span{u1, · · · , ur}.

这说明 {u1, · · · , ur} 构成 SpanS 的一组基。

由此我们知道，不同的极大线性无关组包含的向量个数是一样的，都是 S 张成的线性空间

的维数。S 的一组极大线性无关组刨除了 S 中的冗余向量，并保留了 S 中包含的所有线性信息。

定义 1.3.18. 一组向量 {v1, · · · , vm} 的极大线性无关组的向量个数 r = dim Span{v1, · · · , vm}
称为向量组 {v1, · · · , vm} 的秩，记为

r = rank{v1, · · · , vm}.

一组向量的秩描述了它们张成线性空间的维数。

例子 1.3.19. 如果一组向量 {v1, · · · , vm} 是线性无关的，那么

rank{v1, · · · , vm} = m.

例子 1.3.20. 考虑 R3 中的一组向量

v⃗1 = (1,−1, 0), v⃗2 = (0, 1,−1), v⃗3 = (−1, 0, 1)

它们满足

v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0

容易看出 {v⃗1, v⃗2} 构成极大线性无关组。比如 v⃗3 可以线性表达为 v⃗3 = −v⃗1 − v⃗2。同理 {v⃗1, v⃗3}
或者 {v⃗2, v⃗3} 均是极大线性无关组。这组向量的秩是 2。
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1.4 线性映射与矩阵

1.4.1 集合的映射

两个集合 X,Y 之间的一个映射

f : X → Y

指的是一个对应法则，将 X 中的一个元素 x 唯一对应到 Y 中的一个元素 y，记为 y = f(x)

X Y

x f(x)

f : X → Y

设 f : X → Y 是一个映射。X 的一个子集 Z 在 f 下的像，指的是所有由 Z 中的元素在映

射 f 下构成的 Y 中元素的集合，记为 f(Z) ⊂ Y

f(Z) := {y ∈ Y | 存在 x ∈ Z 使得 y = f(x)}

X Y

Z f(Z)

f

我们记 im(f) := f(X)，称为映射 f 的像。

定义 1.4.1. 映射 f : X → Y 称为是一个满射，如果

im(f) = Y

即 Y 中每个元素都通过 f 对应于 X 中某个元素。

映射 f : X → Y 称为一个单射，如果对任意两个元素 x1, x2 ∈ X

x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

即不同的元素的像也一定是不同的。

y ∈ Y 在映射 f : X → Y 下的原像定义为

f−1(y) = {x ∈ X| f(x) = y }.

X Y

y
f−1(y)

f

如果 y /∈ im(f)，则 f−1(y) = ∅ 是空集。
不难看出，f : X → Y 是单射当且仅当对任意 y ∈ im(f)，f−1(y) 只含有一个元素。

定义 1.4.2. 映射 f : X → Y 称为是一一映射，如果 f 即是单射也是满射。此时 f 给出了集合

X 和 Y 之间的一个一一对应关系。
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1.4.2 线性映射

下面我们考虑两个线性空间之间的映射。由于线性空间上具有线性结构，我们关注那些保

持线性结构的映射。这样的映射称为线性映射。

定义 1.4.3. 两个线性空间 V,W 之间的映射 f : V →W 称为一个线性映射，如果 f 满足

• 保加法：对任意的 v1, v2 ∈ V

f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2),

• 保数乘：对任意的 v ∈ V, λ ∈ k

f(λv) = λf(v).

特别的，f 一定把零向量映到零向量。

例子 1.4.4. 考虑如下映射 f : R2 → R，记作 (x, y) 7→ f(x, y)

• f(x, y) = x. f 是一个线性映射

• f(x, y) = 2x+ 3y. f 是一个线性映射

• f(x, y) = 2x+ 3y − 1. f 不是一个线性映射

• f(x, y) = x2 + y. f 不是一个线性映射

例子 1.4.5. 设 V = R[x] 是一元多项式空间。给定 a ∈ R，我们定义赋值映射

δa : R[x] → R, δa(f) := f(a)

则 δa 是一个线性映射：

• δa(f + g) = f(a) + g(a) = δa(f) + δa(g)

• δa(λf) = λf(a) = λδa(f)

例子 1.4.6. 类似的，给定 a1, · · · , an ∈ R，赋值映射

δ : R[x] → Rn

δ(f) := (f(a1), · · · , f(an))

是一个线性映射。而映射

φ : R[x] → R, φ(f) = f(a1) · · · f(an)

不是一个线性映射（n > 1）。

命题 1.4.7. 设 f : V →W 是一个线性映射，vi ∈ V, λi ∈ k。则

f(λ1v1 + · · ·+ λmvm) = λ1f(v1) + · · ·+ λmf(vm).

即 f 保持线性组合的结构。
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证明：

f(λ1v1 + · · ·+ λmvm)
保加法
= f(λ1v1) + · · ·+ f(λmvm)

保数乘
= λ1f(v1) + · · ·+ λmf(vm)

命题 1.4.8. 设 V,W,U 是线性空间，f : V →W 和 g :W → U 是线性映射。则复合 g◦f : V → U

也是线性映射。

证明：对任意 v1, v2 ∈ V，由 f, g 的线性性

g
(
f(v1 + v2)

)
= g
(
f(v1) + f(v2)

)
= g
(
f(v1)

)
+ g
(
f(v2)

)
因此 g ◦ f 保加法。类似可证 g ◦ f 保数乘。

例子 1.4.9.
f : R2 → R2, f(x, y) = (−y, x)

是一个线性映射，表示平面上逆时针旋转 π
2。f 和它自己的复合

f ◦ f : R2 → R2, (x, y) → (−x,−y)

也是线性映射，表示平面上逆时针旋转 π。

命题 1.4.10. 设 {v1, · · · , vn} 是 V 的一组基。则一个线性映射 f : V → W 完全由 f 在

{v1, · · · , vn} 上的值决定。

证明：假设 w1 = f(v1), · · · ,wn = f(vn)。则对 V 中任意向量 v，它可以唯一表达为线性组合

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

则由 f 的线性性，我们得到

f(v) = λ1w1 + · · ·+ λnwn

被 w1, · · · ,wn 完全确定了。

例子 1.4.11. Rn 中的一组基为

e⃗1 = (1, 0, · · · , 0)

e⃗2 = (0, 1, · · · , 0)
...

e⃗n = (0, 0, · · · , 1)

设 f : Rn → R 是线性映射并且 f(e⃗i) = ai，则

f(x⃗) = f(x1e⃗1 + · · ·+ xne⃗n) = a1x1 + · · ·+ anxn

24



1.4.3 矩阵

下面我们讨论线性映射

f : Rn → Rm

我们说明这样一个线性映射可以通过矩阵来描述。为了方便，我们将 Rn 中的元素写成列向量

x⃗ =


x1

x2
...
xn

 ∈ Rn

Rn 的一组标准基记为

e⃗1 =


1

0
...
0

 , e⃗2 =


0

1
...
0

 · · · e⃗n =


0

0
...
1


线性映射 f : Rn → Rm 由一组基的值确定。设

f(e⃗1) =


a11

a21
...

am1

 , f(e⃗2) =

a12

a22
...

am2

 · · · f(e⃗n) =


a1n

a2n
...

amn


则这些向量 f(e⃗1), · · · , f(e⃗n) ∈ Rm 决定了线性映射 f 在所有 Rn 上的取值。对于 Rn 中任意一

个向量 x⃗ =


x1

x2
...
xn

，我们有

f(x⃗) = f(x1e⃗1 + · · ·+ xne⃗n)
线性性
= x1f(e⃗1) + · · ·+ xnf(e⃗n)

代入 f(e⃗i) 的值，我们得到

f(x⃗) =x1


a11

a21
...

am1

+ x2


a12

a22
...

am2

 · · ·+ xn


a1n

a2n
...

amn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


我们把 Rm 中的向量 f(e⃗1), · · · , f(e⃗n) 排列在一起

[
f(e⃗1) f(e⃗2) · · · f(e⃗n)

]
=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


右边这个表达方式称为一个 m× n 的矩阵。m 表示这个矩阵的行数，n 表示这个矩阵的列数。
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命题 1.4.12. 我们有一一对应

{线性映射 Rn → Rm} ⇐⇒ {m× n 的矩阵}

f : Rn → Rm ⇐⇒
[
f(e⃗1) f(e⃗2) · · · f(e⃗n)

]
由上述讨论，给定线性映射 f : Rn → Rm，我们将它对应于矩阵（A 称为 f 的矩阵表示）

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


其中 A 的第 k 列对应于 f(e⃗k), k = 1, ..., n.

反之，给定矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


A 的列向量决定了一个线性映射 f : Rn → Rm

x1

x2
...
xn


f7→


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn



例子 1.4.13. 线性映射 f : R3 → R2,


x1

x2

x3

 7→

[
x1

x2

]
对应于矩阵

A =

[
1 0 0

0 1 0

]
这是一个 2 行 3 列的矩阵，即 2× 3 矩阵。

例子 1.4.14.
[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
给出一个线性映射 f : R2 → R2

f : x⃗ =

[
x1

x2

]
7→

[
cos θ x1 − sin θ x2
sin θ x1 + cos θ x2

]

x⃗

f(x⃗)

θ
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1.5 习题

1. 判断下列集合是否构成 R3 上的线性子空间，并说明理由：

(a) V1 = {(x, y, z) ∈ R3| x+ y + z = 0}

(b) V2 = {(x, y, z) ∈ R3| x+ y + z = 1}

(c) V3 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 − z2 = 0}

(d) V4 = {(x, y, z) ∈ R3| x = 2y, z = 3y}

(e) V5 = {(x, y, z) ∈ R3| x ≥ 0, y ≥ 0}

2. 判断下列函数集合是否构成线性空间并说明理由，其中加法和数乘定义为函数的加法和数
乘：

(a) V = {f : R → R| f(0) = 0}

(b) V = {f : R → R| f(x) = ax+ b, a, b ∈ R}

3. 设向量 v1 = (1, 2, 3), v2 = (0, 1, 2), v3 = (−1, 0, 1)。

(a) 判断向量组 {v1, v2, v3} 是否线性相关。若线性相关，找出线性相关的系数。

(b) 判断 u1 = (1, 5, 9) 是否可以表示为 v1, v2, v3 的线性组合。若可以，找出线性组合的

系数。

(c) 判断 u2 = (4, 7, 11) 是否可以表示为 v1, v2, v3 的线性组合。若可以，找出线性组合

的系数。

4. 设 V 是 R 上所有次数不超过 2 的多项式构成的线性空间。

(a) 证明向量组 {1, x, x2} 线性无关。

(b) 向量组 {1 + x, 1− x, x2} 是否线性相关？说明理由

(c) 向量组 {1, x, x2, 1 + 2x+ 3x2} 是否线性相关？说明理由

(d) 设 p1(x) = 1 + x, p2(x) = 1− x, p3(x) = x2。多项式 q(x) = 2x2 + 3x+ 4 是否可以

表示为 p1(x), p2(x), p3(x) 的线性组合？如果是，请给出具体的线性组合表示。

(e) 多项式 r(x) = x2 − 1 是否可以表示为 p1(x), p2(x), p3(x) 的线性组合？如果是，请给

出具体的线性组合表示。

5. 证明：若向量组 {v1, v2, ..., vn} 线性相关，则向量组 {v1, v2, ..., vn, vn+1} 也线性相关。

6. 设 V 是 R 上的线性空间，v1, v2, v3 ∈ V。已知 v1, v2 线性无关，且 v3 不能表示为 v1, v2

的线性组合。证明：v1, v2, v3 线性无关。

7. 设 V 是 R上的线性空间，v1, v2, ..., vn ∈ V。证明：若 v1, v2, ..., vn线性无关，且 v1, v2, ..., vn, u
线性相关，则 u 可以表示为 v1, v2, ..., vn 的线性组合。
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8. 判断下列向量组是否构成 R4 的一组基:

v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (1, 1, 0, 0), v3 = (1, 1, 1, 0), v4 = (1, 1, 1, 1).

9. 设 W 是 R3 中所有满足 x+ 2y − z = 0 的向量 (x, y, z) 构成的子空间. 求 W 的一组基和

维数.

10. 设 W 是 R4 中所有满足 x1 + x2 − x3 + x4 = 0 和 2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0 的向量

(x1, x2, x3, x4) 构成的子空间. 求 W 的一组基和维数.

11. 设 Mm×n 是所有 m× n 矩阵构成的向量空间. 求 Mm×n 的一组基和维数.

12. 求下列向量组的秩和一个极大线性无关组:

(a) v1 = (1, 2, 3), v2 = (2, 1, 0), v3 = (3, 3, 3).

(b) v1 = (1, 0, 1, 0), v2 = (0, 1, 0, 1), v3 = (1, 1, 1, 1), v4 = (2, 1, 2, 1).

13. 设向量组 α1, α2, α3 线性无关，向量 β 可以由 α1, α2, α3 线性表示，但不能由 α1, α2 线性

表示. 判断向量组 {α1, α2, β} 是否构成 {α1, α2, α3, β} 的极大线性无关组，并证明你的结
论.

14. 设向量组 v1, v2, . . . , vs 可由向量组 u1, u2, . . . , ut 线性表示. 证明:

rank{v1, v2, . . . , vs} ≤ rank{u1, u2, . . . , ut}

15. 设向量组 v1, v2, . . . , vs 和向量组 u1, u2, . . . , ut 等价. 证明:

rank{v1, v2, . . . , vs} = rank{u1, u2, . . . , ut}

16. 求如下线性映射 T 在标准基下的矩阵表示：

(a) T : R2 → R2 定义为 T (x, y) = (x+ 2y, 3x− y).

(b) T : R3 → R2 定义为 T (x, y, z) = (x+ y, y − z).

(c) T : R2 → R3 定义为 T (x, y) = (x, x+ y, x− y).

(d) T : R2 → R2 定义为关于 x 轴的反射.

(e) T : R2 → R2 定义为关于直线 y = x 的反射.

(f) T : R2 → R2 定义为先绕原点逆时针旋转 π
4 角，再关于 x 轴反射.
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第二章 矩阵与线性方程组

2.1 矩阵的基本运算

2.1.1 矩阵的加法与数乘

一个 m× n 矩阵记为

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


第 i 行第 j 列的元素 aij 称为矩阵 A 的 (i, j) 分量。我们通常也把矩阵 A 用其元素记作

A = (aij)

定义 2.1.1. 两个 m× n 矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·
bm1 bm2 · · · bmn


的加法 A+B 定义为如下的 m× n 矩阵

A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


如果用分量来表达的话

A = (aij) B = (bij)

则 A+B 为对应的分量相加

A+B = (aij + bij)

由命题1.4.12我们知道 m × n 矩阵一一对应于 Rn → Rm 的线性映射。考虑两个线性映射

f, g : Rn → Rm，它们的和 f + g 定义了一个 Rn → Rm 的线性映射

(f + g)(x⃗) = f(x⃗) + g(x⃗)
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如果 f 对应于矩阵 A，g 对应于矩阵 B，容易看出

f + g ⇐⇒ A+B

定义 2.1.2. 给定一个数 λ ∈ k 和一个 m× n 矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


我们定义它们的数乘 λA 为 m× n 矩阵

λA =


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n

· · · · · · · · · · · ·
λam1 λam2 · · · λamn


我们用 Mm×n(k) 来表示所有数域 k 中的 m × n 矩阵构成的集合（k = R 或 C）。如果不

特别标记数域，Mm×n 指的是实系数的 m× n 矩阵的集合

Mm×n =Mm×n(R)

命题 2.1.3. Mm×n 在矩阵的加法和数乘下构成一个线性空间。

通过矩阵的分量，我们可以把矩阵 A = (aij) 一一对应于 mn 个实数 aij。因此

dimMm×n = mn

2.1.2 矩阵的乘法

矩阵之间可以引进乘法运算。为了说明如何定义矩阵相乘，我们把一个矩阵 A = (aij) 的

(i, j) 分量表示成一个箭头的样子

i j
aij

我们把 aij 想象成从节点 i 到另一个节点 j 的权值。

设 A 是一个 m× p 矩阵，B 是一个 p× n 矩阵。

A = (aik), i = 1, · · · ,m k = 1, · · · , p.

B = (bkj), k = 1, · · · , p j = 1, · · · , n.

i k k j
aik bkj
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这里 k 的指标都是从 1, · · · , p，我们可以把中间这个节点连接起来

i k

1

p

j

ai1

aik

aip

b1j

bkj

bpj

我们考虑从 i 出发，经过中间节点 k，最后到 j 的过程，并对所有的中间节点 k 的位置求

和得到一个从 i到 j 的权值 cij =
p∑

k=1

aikbkj。这组新的数字 cij 定义了一个 m×n的矩阵，记作

C = (cij)

这个新矩阵 C 就是矩阵 A 和 B 的乘积。

定义 2.1.4. 设 A 是一个 m×p 矩阵，B 是一个 p×n 矩阵。它们的乘积 C = AB 定义为 m×n
矩阵，其中 C 的 (i, j) 分量为

cij =

p∑
k=1

aikbkj

这里 aik 是 A 的 (i, k) 分量，bkj 是 B 的 (k, j) 分量。

我们强调一下，并不是任意两个矩阵都可以相乘。这里两个矩阵 A,B 可以相乘的前提是 A

的列数和 B 的行数一样的，即“首尾相接”。

Mm×p ×Mp×n
相乘→ Mm×n

i j
ai• b•j

cij =

p∑
k=1

aikbkj

这个公式也表明 (AB) 的 (i, j) 分量 cij，是 A 的第 i 行向量
[
ai1 · · · aip

]
和 B 的第 j

列向量


b1j
...
bpj

 对应位置的数字乘起来求和
ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj .
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a11 a12 · · · a1p

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · aip

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amp




b11 · · · b1j · · · b1n

b21 · · · b2j · · · b2n
... · · ·

... · · ·
...

bp1 · · · bpj · · · bpn



=



∑
k

a1kbk1
∑
k

a1kbk2 · · ·
∑
k

a1kbkn

· · · · · · · · · · · ·∑
k

aikbk1 · · ·
∑
k

aikbkj · · ·

· · · · · · · · · · · ·∑
k

amkbk1
∑
k

amkbk2 · · ·
∑
k

amkbkn


.

例子 2.1.5.

[
1 0 2

0 1 1

]
1 1 0 1

0 1 1 0

1 0 1 1

 =

[
3 1 2 3

1 1 2 1

]
.

我们同样可以把多个矩阵相乘。设 A1, A2, · · · , As 依次是 m× p1, p1 × p2, · · · , ps−1 × n 矩

阵。则它们的乘积 A1A2 · · ·As 是一个 m× n 矩阵，其 (i, j) 分量为

(A1A2 · · ·As)ij =

p1∑
k1=1

· · ·
ps−1∑

ks−1=1

(A1)ik1(A2)k1k2 · · · (As)ks−1j

这里 (Ar)kl 是矩阵 Ar 的 (k, l) 分量。我们可以画图表示为

i j
(A1)i• (As)•j

矩阵的乘法满足结合律

(AB)C = A(BC) = ABC,

这里 A 是 m× p 矩阵，B 是 p× q 矩阵，C 是 q × n 矩阵。结合律等价于如下的求和等式
q∑

l=1

p∑
k=1

(A)ik(B)kl(C)lj =

p∑
k=1

q∑
l=1

(A)ik(B)kl(C)lj

2.1.3 线性映射的复合

我们知道线性映射一一对应于矩阵。下面我们说明矩阵的乘法对应于线性映射的复合，这

给出了矩阵乘法定义方式的一个自然的解释。设

f : Rp → Rm, g : Rn → Rp

是两个线性映射。它们的复合得到一个映射

f ◦ g : Rn → Rm
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f ◦ g 依然是一个线性映射：它保加法

f(g(u⃗+ v⃗))
g 线性
= f(g(u⃗) + g(v⃗))

f 线性
= f(g(u⃗)) + f(g(v⃗))

类似可证 f ◦ g 保数乘。

命题 2.1.6. 如果线性映射 f : Rp → Rm 对应于 m× p 矩阵 A，g : Rn → Rp 对应于 p× n 矩

阵 B。则它们的复合 f ◦ g : Rn → Rm 对应于 m× n 矩阵 AB。即矩阵的乘法对应于线性映射

的复合。

证明：记 Rn 的标准基

e⃗1 =


1

0
...
0

 e⃗2 =


0

1
...
0

 · · · e⃗n =


0

0
...
1


和 Rp 的标准基

u⃗1 =


1

0
...
0

 u⃗2 =


0

1
...
0

 · · · u⃗p =


0

0
...
1


g : Rn → Rp 对应的 p× n 矩阵 B 为

B =
[
g(e⃗1) g(e⃗2) · · · g(e⃗n)

]
,

用矩阵元可以写成

g(e⃗j) =


b1j

b2j
...
bpj

 = b1j u⃗1 + · · ·+ bpj u⃗p

f : Rp → Rm 对应的 m× p 矩阵 A 为

A =
[
f(u⃗1) f(u⃗2) · · · f(u⃗p)

]
,

用矩阵元可以写成

f(u⃗k) =


a1k

a2k
...

amk


我们考虑复合 f ◦ g : Rn → Rm，其对应于矩阵[

f(g(e⃗1)) f(g(e⃗2)) · · · f(g(e⃗n))
]
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它的第 j 列为

f(g(e⃗j)) =f(b1j u⃗1 + · · ·+ bpj u⃗p) = b1jf(u⃗1) + · · ·+ bpjf(u⃗p)

=b1j


a11

a21
...

am1

+ · · ·+ bpj


a1p

a2p
...

amp

 =



p∑
k=1

a1kbkj

p∑
k=1

a2kbkj

...
p∑

k=1

amkbkj


.

因此 f ◦ g 对应的矩阵

[
f(g(e⃗1)) f(g(e⃗2)) · · · f(g(e⃗n))

]
=



∑
k

a1kbk1
∑
k

a1kbk2 · · ·
∑
k

a1kbkn

· · · · · · · · · · · ·∑
k

aikbk1 · · ·
∑
k

aikbkj · · ·

· · · · · · · · · · · ·∑
k

amkbk1
∑
k

amkbk2 · · ·
∑
k

amkbkn


即为矩阵 A 和 B 的乘积 AB。

我们可以对比一下矩阵乘积的表示法

i j
ai• b•j

和映射复合的表示法

Rm Rp Rn
f g

矩阵乘法的结合律对应于映射复合的结合律。

我们可以用矩阵把线性映射写成显式的形式。设 f : Rn → Rm 是线性映射，对应于 m× n

矩阵 A

A =
[
f(e⃗1) f(e⃗2) · · · f(e⃗n)

]
=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn



对于 Rn 中任一向量 x⃗ =


x1

x2

· · ·
xn

 = x1e⃗1 + · · ·+ xne⃗n
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f(x⃗) = x1f(e⃗1) + · · ·+ xnf(e⃗n)

=


a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · · amnxn

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn




x1

x2

· · ·
xn


因此写成向量形式，线性映射 f : Rn → Rm

f :


x1

x2

· · ·
xn

 7→


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn




x1

x2

· · ·
xn


恰好是把 n 维列向量（即 n× 1 矩阵）乘以 m×n 矩阵 A，得到 m 维列向量（即 m× 1 矩阵）。

总结一下，线性映射和矩阵的关系可以用矩阵乘法表达为

f : Rn → Rm

f(x⃗) = Ax⃗, x⃗ =


x1

x2

· · ·
xn


2.1.4 分块矩阵

分块矩阵是指将矩阵按照某种方式划分成若干个小矩阵（块）。分块矩阵是将大矩阵分解为

较小矩阵的一种有效方法，有助于简化计算和表示结构化数据。

一个 m× n 矩阵可以分块表示为

A =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
... . . . ...

Am1 Am2 · · · Amn


其中 Aij 是块矩阵的元素，通常是较小的矩阵。例如，Aij 可以是 pi × qj 矩阵，其中 pi 和 qj

是适当选择的维度。

假设我们有两个矩阵 A 和 B，它们分别分块表达为：

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
B =

[
B11 B12

B21 B22

]

其中 Aij 和 Bij 的维度需要满足乘法的条件。乘积 C = AB 也会是一个分块矩阵：

C =

[
C11 C12

C21 C22

]
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其中每个块的计算可以通过类似的矩阵乘法公式得到：

Cij =
∑
k

AikBkj

具体而言，我们有

C =

[
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

]

注记. 注意到 Aij , Bij 都是一些矩阵块而不再是数字，公式里每个矩阵块的乘积表达顺序是重

要的。这里我们需要按照乘积顺序把 A 的矩阵块写在前面，B 的矩阵块写在后面。例如 C11 的

矩阵元是 A11B11 +A12B21，而不能写成 B11A11 +B21A12。类似地矩阵乘法公式对于多个分块

也是成立的，具体细节留给读者证明。

例子 2.1.7. 考虑把如下矩阵进行分块：

A =


[
1 2

3 4

] [
5

6

]
[
7 8

]
9

 B =


[
1 0

0 1

] [
2

3

]
[
4 5

]
6


按照如上分块计算矩阵乘积 C = AB

C11 =

[
1 2

3 4

][
1 0

0 1

]
+

[
5

6

] [
4 5

]
=

[
1 2

3 4

]
+

[
20 25

24 30

]
=

[
21 27

27 34

]

C12 =

[
1 2

3 4

][
2

3

]
+

[
5

6

]
6 =

[
8

18

]
+

[
30

36

]
=

[
38

54

]

C21 =
[
7 8

] [1 0

0 1

]
+ 9

[
4 5

]
=
[
7 8

]
+
[
36 45

]
=
[
43 53

]

C22 =
[
7 8

] [2
3

]
+ 9 ∗ 6 = 38 + 54 = 92

因此我们得到矩阵 AB 的分块表达

AB =


[
21 27

27 34

] [
38

54

]
[
43 53

]
92


例子 2.1.8. 设 A 是 m× p 矩阵，B 是 p× n 矩阵。它们的乘积 AB 是 m× n 矩阵。我们可

以通过分块来得到乘积 AB 的行和列的表达。

首先我们把 B 分块成列向量的样子

B =
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
这里 β⃗j 是 Rp 中的列向量。则作为分块矩阵，我们得到如下公式

AB = A
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
Aβ⃗1 Aβ⃗2 · · · Aβ⃗n

]
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即 AB 的第 j 列的列向量为 Aβ⃗j。

类似地，我们把 A 分块成行向量的样子

A =


α⃗1

α⃗1

...
α⃗m


这里 α⃗i 是 Rp 中的行向量。则作为分块矩阵，我们得到如下公式

AB =


α⃗1

α⃗2

...
α⃗m

B =


α⃗1B

α⃗2B
...

α⃗mB


即 AB 的第 i 行的行向量为 α⃗iB。

上面两个公式也可以直接通过矩阵乘法的定义来验证。

2.2 线性方程组

考虑 n 元的线性方程组（这里 x1, · · · , xn 是未知变量）

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

这是最基本的一类代数方程组，有广泛的应用。我们在本节讨论线性方程组的求解方法。

2.2.1 消元法与初等变换

我们首先看一个具体例子。考虑以下线性方程组：

x+ 2y + z = 6 (1)

2x+ 5y + 3z = 15 (2)

x+ 4y + 6z = 21 (3)

将 (1) 的 −2 倍加到 (2)，(1) 的 −1 倍加到 (3)，得到等价的方程组

x+ 2y + z = 6 (1)

y + z = 3 (2’)

2y + 5z = 15 (3’)
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将 (2’) 的 −2 倍加到 (3’)，得到

x+ 2y + z = 6 (1)

y + z = 3 (2’)

3z = 9 (3”)

由 (3”) 得到 z = 3。将 z = 3 代入 (2’)，得到 y + 3 = 3，故 y = 0。将 y = 0 和 z = 3 代

入 (1)，得到 x+ 0 + 3 = 6，故 x = 3。方程组的解为

x = 3, y = 0, z = 3.

总结如上过程，消元法给出线性方程组的三种初等变换:

1. 交换两行: 将方程组中的两个方程交换位置。

2. 将方程组中的一个方程乘以一个非零常数。

3. 将一个方程乘以一个数加到另一个方程。

这些初等变换不改变方程组的解，可用来简化方程，是求解线性方程组的基本方法。具体而言

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (r1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 (r2)
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm (rm)

三种初等变换可以表示为：

1. 交换第 i 行和第 j 行: (ri) ↔ (rj)

2. 第 i 行乘以非零常数 λ: (ri) → λ(ri)

3. 第 i 行的 λ 倍加到第 j 行: (rj) → (rj) + λ(ri)

例子 2.2.1.

x+ 2y = 4

2x+ 3y = 7

我们可以进行以下初等变换：将第一行的 −2 倍加到第二行。得到等价的新的方程组：

x+ 2y = 4

−y = −1

由此解出 y = 1, x = 2。
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例子 2.2.2. （谷神星的发现和轨道预测）
1801 年，意大利天文学家皮亚齐发现了小行星谷神星（Ceres）。然而，在观测了 40 天后，

谷神星运行到太阳背后，从人们的视野中消失了，要到年底才可能再次见到谷神星。由于观测

数据有限，天文学家们无法确定谷神星的轨道，从而无法预测它再次出现的位置。

高斯当时年仅 24 岁，利用开普勒定律和皮亚齐的观测数据，将谷神星的轨道计算转化和近
似为一个线性方程组，使用消元法求解该方程组，预测出了谷神星的轨道参数。高斯的预测非

常精确，谷神星在一年后被重新发现，位置与高斯的预测非常接近。这一事件使得高斯声名鹊

起，也大大推动了线性方程组和线性代数的理论和方法。

2.2.2 线性方程组的矩阵形式

线性方程组可以写成矩阵的形式

Ax⃗ = b⃗ ⇐⇒



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

这里

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 x⃗ =


x1

x2
...
xn

 b⃗ =


b1

b2
...
bm


我们也可以把整个线性方程组的信息可以写成一个 m× (n+ 1) 矩阵

A =
[
A b⃗

]
=


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

... · · ·
...

...
am1 am2 · · · amn bm


A 称为系数矩阵，A 称为增广矩阵。

线性方程组的初等变换，等价于对 A 作行变换。例如把第一个方程乘以 λ 加到第二个方程


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

... · · ·
...

...
am1 am2 · · · amn bm

 =⇒


a11 a12 · · · a1n �b1

a21 + λa11 a22 + λa12 · · · a2n + λa1n b2 + λb1
...

... · · ·
...

...
am1 am2 · · · amn bm


对应于线性方程组的初等变换，我们定义矩阵的三种初等行变换为

1. 交换两行: 将矩阵的两行交换位置。

2. 将矩阵中的一行乘以一个非零常数。
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3. 将矩阵的一行乘以一个数加到另一行。

从而利用消去法解线性方程组的过程，可以等价地用对增广矩阵作初等行变换来表示。

命题 2.2.3. 通过初等行变换可以把增广矩阵变为如下阶梯形



a′1p1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n b′1

a′2p2 · · · · · · · · · · · · a′2n b′2

· · · · · · · · ·
...

...
a′rpr · · · a′rn b′r

b′r+1
...
b′m


其中空白处的矩阵元都是 0。

证明方法和用消去法解方程的过程是一致的。

例子 2.2.4. 考虑如下的线性方程组，我们写成矩阵的形式
x+ 2y + z = 6

2x+ 4y + 5z = 15

x+ 4y + 6z = 21

⇐⇒


1 2 1 6

2 4 5 15

1 4 6 21


我们可以通过如下的初等行变换变为阶梯形


1 2 1 6

2 4 5 15

1 4 6 21

 第 1 行 ×(−2)
=⇒

加到第 2 行


1 2 1 6

0 0 3 3

1 4 6 21

 第 1 行 ×(−1)
=⇒

加到第 3 行


1 2 1 6

0 0 3 3

0 2 5 15

 交换
=⇒

第 2, 3 行


1 2 1 6

0 2 5 15

0 0 3 3


假如我们已经将一个线性方程组的增广矩阵化成了如下的阶梯形矩阵

a′1p1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n b′1

a′2p2 · · · · · · · · · · · · a′2n b′2

· · · · · · · · ·
...

...
a′rpr · · · a′rn b′r

b′r+1
...
b′m


那么阶梯形矩阵最后几行对应的方程为 

0 = b′r+1

· · ·

0 = b′m

如果其中 b′r+1, · · · , b′m 有非零元，则原方程无解。
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例子 2.2.5. 考虑如下的线性方程组，将其写成增广矩阵的形式
x+ y + z = 3

2x+ 3y + 5z = 4

x+ 2y + 4z = 2

⇐⇒


1 1 1 3

2 3 5 4

1 2 4 2


通过初等行变换

1 1 1 3

2 3 5 4

1 2 4 2

 ⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

1 2 4 2

 ⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

0 1 3 −1

 ⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

0 0 0 1


因此原线性方程组无解。

命题 2.2.6. 线性方程组有解的充要条件是增广矩阵通过初等行变换化成阶梯形矩阵后

b′r+1 = · · · = b′n = 0.

证明：我们上面已经说明了必要性。下面我们证明充分性。假设 b′r+1 = · · · = b′n = 0，则原线性

方程组等价于如下的阶梯形方程

a′1p1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n b′1

a′2p2 · · · · · · · · · · · · a′2n b′2

· · · · · · · · ·
...

...
a′rpr · · · a′rn b′r


这里 a′1p1 , · · · , a

′
rpr 均不为 0。从最后一个方程

a′rprxpr + · · · = b′r

可以解出 xpr，然后代入前面方程解出 xpr−1。依次类推可以找到方程的解（解可能不唯一）。

例子 2.2.7. 考虑如下的线性方程组，将其写成矩阵的形式
x+ y + z = 3

2x+ 3y + 5z = 4

x+ 2y + 4z = 1

⇐⇒


1 1 1 3

2 3 5 4

1 2 4 1


做初等行变换

1 1 1 3

2 3 5 4

1 2 4 1

⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

1 2 4 1

⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

0 1 3 −2

⇒


1 1 1 3

0 1 3 −2

0 0 0 0


最后这个增广矩阵对应于方程

1 1 1 3

0 1 3 −2

0 0 0 0

 ⇐⇒

x+ y + z = 3

y + 3z = −2
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由此可以解出


x = 2c+ 5

y = −2− 3c

z = c

这里 c 是任意常数。

总结上述讨论可知：

1. 线性方程组可以通过初等变换化简。

2. 线性方程组可能没有解。

3. 线性方程组如果有解，解可能不唯一。

2.2.3 齐次线性方程组

如下方程称为齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

即对应于 b1 = · · · = bm = 0 的情况。矩阵表达为

Ax⃗ = 0.

之前 bi 不全为 0 的情况称为非齐次线性方程组。

注意到齐次线性方程组总是有解的：

x1 = · · ·xn = 0

是一个解，称为零解或者平凡解。一个值得关心的问题是，齐次线性方程组是否有非平凡解？

这个问题和线性方程组解的唯一性密切相关。设 x⃗0, x⃗1 是非齐次线性方程 Ax⃗ = b⃗的解，即

Ax⃗0 = b⃗ Ax⃗1 = b⃗

两式相减我们得到 A(x⃗1 − x⃗0) = 0，即 x⃗1 − x⃗0 是齐次线性方程组的解。

反之，如果 u⃗ 是齐次线性方程组的解 Au⃗ = 0，x⃗0 是非齐次线性方程组的解 Ax⃗0 = b⃗。则

A(x⃗0 + u⃗) = Ax⃗0 +Au⃗ = b⃗+ 0 = b⃗

即 x⃗0 + u⃗ 也是非齐次线性方程组的解。

因此非齐次线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 的一般解是

x⃗ = x⃗0 + u⃗

这里 x⃗0 是非齐次方程组的一个特解（Ax⃗0 = b⃗），u⃗ 是齐次方程组的一般解（Au⃗ = 0）。即

非齐次通解 = 非齐次特解 + 齐次通解

当然如果特解不存在，则非齐次方程组没有解。

推论 2.2.8. 如果齐次线性方程组只有零解，则非齐次线性方程组的解是唯一的（如果解存在）。
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2.3 线性方程组的解空间

我们这一节将系统讨论线性方程组的解空间的结构。

2.3.1 齐次线性方程组的解空间

考虑齐次线性方程组

Ax⃗ = 0

这里 A 是 m× n 矩阵，x⃗ ∈ Rn，即

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 x⃗ =


x1

x2
...
xn


该齐次线性方程组的所有解构成 Rn 的子集，记为

K := {x⃗ ∈ Rn|Ax⃗ = 0}.

命题 2.3.1. K 是 Rn 的线性子空间。

证明：假设 x⃗1, x⃗2 ∈ K,λ ∈ R，则

A(x⃗1 + x⃗2) = Ax⃗1 +Ax⃗2 = 0 A(λx⃗1) = λAx⃗1 = 0

即 x⃗1 + x⃗2 ∈ K,λx⃗1 ∈ K。故 K 保持加法和数乘。

设 u⃗1, · · · , u⃗s 是 K 的一组基，s = dimK。则 K 中的元素 x⃗ 可以唯一地写成线性组合

x⃗ = c1u⃗1 + · · ·+ csu⃗s, ci ∈ R

这构成了齐次线性方程组 Ax⃗ = 0 的通解，这里 ci 是任意常数。

例子 2.3.2. 考虑以下齐次线性方程组：

x1 + 2x2 − x3 + x4 − x5 = 0

2x1 + 4x2 − 2x3 + 3x4 − x5 = 0

−x1 − 2x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0

对应的增广矩阵的形式为 
1 2 −1 1 −1 0

2 4 −2 3 −1 0

−1 −2 1 −2 2 0
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我们用初等变换来解方程
1 2 −1 1 −1 0

2 4 −2 3 −1 0

−1 −2 1 −2 2 0

 =⇒


1 2 −1 1 −1 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 −1 1 0

 =⇒


1 2 −1 1 −1 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 2 0


得到等价的方程组

x1 + 2x2 − x3 + x4 − x5 = 0

x4 + x5 = 0

2x5 = 0

由此可以解得

x5 = 0, x4 = 0, x1 = x3 − 2x2

其中 x2 和 x3 可以取任意数。设 x2 = c1, x3 = c2，则通解可以写成

x1

x2

x3

x4

x5


=



c2 − 2c1

c1

c2

0

0


= c1



−2

1

0

0

0


+ c2



1

0

1

0

0


c1, c2 ∈ R

从而该齐次线性方程组的解空间是 2 维的，一组基为 u⃗1 =



−2

1

0

0

0


, u⃗2 =



1

0

1

0

0


。

2.3.2 矩阵的秩与解空间维数

矩阵的行秩

我们把一个 m× n 矩阵 A 写成

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 =


v⃗1

v⃗2
...
v⃗m


这里 v⃗i 是 Rn 中的行向量

v⃗i = (ai1 ai2 · · · ain) ∈ Rn

定义 2.3.3. 矩阵 A 的行秩定义为 A 的行向量张成的线性空间的维数，即

A的行秩 = dim Span{v⃗1, · · · , v⃗m}
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命题 2.3.4. 对矩阵作初等行变换得到的行向量与原行向量是等价的。特别的，初等行变换不改
变矩阵的行秩。

为了说明这个命题，我们回顾矩阵的三种初等行变换

1. 交换两行: 将矩阵的两行交换位置。

2. 将矩阵中的一行乘以一个非零常数。

3. 将矩阵的一行乘以一个数加到另一行。

例如交换两行，比如第 1 行和第 2 行，容易看出线性等价

{v⃗1, v⃗2, · · · , v⃗m} ⇐⇒ {v⃗2, v⃗1, · · · , v⃗m}

例如将第 2 行乘以一个非零常数 λ，我们有线性等价

{v⃗1, v⃗2, · · · , v⃗m} ⇐⇒ {v⃗1, λv⃗2, · · · , v⃗m}

例如将矩阵的第 1 行乘以一个数加到第 2 行，容易证明如下的线性等价

{v⃗1, v⃗2, · · · , v⃗m} ⇐⇒ {v⃗1, v⃗2 + λv⃗1, · · · , v⃗m}

因此矩阵的行秩在初等行变换下是不变的。

由命题2.2.3，我们总是可以通过初等行变化将 A 变为阶梯形

A′ =



a′1p1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n

a′2p2 · · · · · · · · · · · · a′2n

· · · · · · · · ·
...

a′rpr · · · a′rn


=



v⃗′1

v⃗′2
...
v⃗′r

0


这里 a′1p1 , · · · , a

′
rpr 均不为 0。观察到行向量 v⃗′1, · · · , v⃗′r 是线性无关的。实际上，如果有

λ1v⃗
′
1 + λ2v⃗

′
2 + · · ·+ λrv⃗

′
r = 0

则比较第 p1 列系数，我们得到 λ1a
′
1p1

= 0 ⇒ λ1 = 0。然后可以依此得到 λ2 = · · · = λr = 0。

因此 A′ 的行秩是 r。由此我们证明了

A 的行秩 =A′ 的行秩 =r

这给出了用初等行变换计算行秩的方法。

另一方面，矩阵 A′ 对应的齐次线性方程组为

a′1p1xp1 + · · ·+ · · ·+ · · ·+ a′1pnxn = 0

...

a′1prxpr + · · ·+ a′1pnxn = 0
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这里 p1 < p2 < · · · < pr。因此 xp1 , · · · , xpr 可以通过其他变量表达出来，而其他变量可以取任
意值。总共有 n− r 个自由变量，因此解空间的维数是 n− r。

总结如上，对于 m× n 矩阵 A，通过初等行变换变成阶梯形矩阵 A′，可以看出

A 的行秩 =r，且 {x⃗|Ax⃗ = 0} 解空间的维数 =n− r。

命题 2.3.5. 矩阵 A 对应的齐次线性方程组解空间的维数为

A 的列数（即未知变量数）−A 的行秩。

矩阵的列秩

我们把一个 m× n 矩阵 A 写成

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 =
[
u⃗1 u⃗2 · · · u⃗n

]

这里 u⃗i 是 Rm 中的列向量 u⃗i =


a1i

a2i
...
ami

 ∈ Rm。

定义 2.3.6. 矩阵 A 的列秩定义为 A 的列向量张成的线性空间的维数，即

A的列秩 = dim Span{u⃗1, · · · , u⃗n}

命题 2.3.7. 对矩阵作初等行变换亦不改变矩阵的列秩。

需要注意的是，初等行变换不改变行向量张成的空间，但是会改变列向量张成的空间（但

是维数不变）。这个命题成立是因为初等行变换不会改变列向量的线性相关性。具体而言，考虑

A =
[
u⃗1 u⃗2 · · · u⃗n

]
初等行变换

=⇒ A′ =
[
u⃗′1 u⃗′2 · · · u⃗′n

]
由于线性方程组在行变换下是等价的，我们知道对任意的向量子集 {u⃗i1 , u⃗i2 , · · · , u⃗is}，矩阵[
u⃗i1 u⃗i2 · · · u⃗is

]
对应的齐次线性方程组

[
u⃗i1 u⃗i2 · · · u⃗is

]
λ1
...
λs

 = 0

和矩阵
[
u⃗′i1 u⃗′i2 · · · u⃗′is

]
对应的齐次线性方程组

[
u⃗′i1 u⃗′i2 · · · u⃗′is

]
λ1
...
λs

 = 0
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是等价的方程，即

λ1u⃗i1 + · · ·λsu⃗is = 0 当且仅当 λ1u⃗
′
i1 + · · ·λsu⃗′is = 0

由此可以证明：如果列向量组 {u⃗k1 , u⃗k2 , · · · , u⃗kr}是A的列向量的极大线性无关组，则 {u⃗′k1 , u⃗
′
k2
, · · · , u⃗′kr}

是 A′ 的列向量的极大线性无关组。因此 A 和 A′ 的列秩相等。证明细节留作练习。

我们通过初等行变化将 A 变为阶梯型

A′ =



a′1p1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · a′1n

a′2p2 · · · · · · · · · · · · a′2n

· · · · · · · · ·
...

a′rpr · · · a′rn


这里 a′1p1 , · · · , a

′
rpr 均不为 0。很容易看出列向量

u⃗′p1 =



a′1p1
0
...
0
...
0


u⃗′p2 =



a′1p2
a′2p2

...
0
...
0


· · · u⃗′pr =



a′1pr

a′2pr
...

a′rpr
...
0


构成 A′ 列向量的极大线性无关组，因此 A′ 的列秩是 r。

因此通过初等行变换将 A 变成阶梯型，我们证明了如下结论

行秩 = r =列秩

命题 2.3.8. 矩阵的行秩等于矩阵的列秩。

因此我们把这个行秩/列秩称为矩阵的秩，记为

rankA.

我们把上述关于齐次线性方程组的解总结如下：

定理 2.3.9 (齐次线性方程组解的结构定理). 设 A 是 m× n 矩阵，rankA = r。

• 如果 r = n，则 Ax⃗ = 0 只有零解

• 如果 r < n，则 Ax⃗ = 0 具有非零解，且它的通解具有 n− r 个独立参数
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2.3.3 非齐次线性方程组的解空间

下面我们考虑非齐次线性方程组

Ax⃗ = b⃗

的解空间。这里

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 x⃗ =


x1

x2
...
xn

 b⃗ =


b1

b2
...
bm


由于

非齐次通解 = 非齐次特解 + 齐次通解

由命题2.3.5，我们已经知道了齐次方程组的通解结构（解空间的维数即自由参数的个数为 n −
rankA），因此我们只需要讨论能否找到非齐次线性方程组的一个特解，即解的存在性问题。
我们把矩阵 A 写成列向量的样子

A =
[
u⃗1 u⃗2 · · · u⃗n

]
则线性方程组可以写成

x1u⃗1 + · · ·+ xnu⃗n = b⃗

如果线性方程组有解，即存在 x1, · · · , xn 使得

x1u⃗1 + · · ·+ xnu⃗n = b⃗

即 b⃗ 可以写成 {u⃗1, · · · , u⃗n} 的线性组合。则

{u⃗1, · · · , u⃗n}
等价⇐⇒ {u⃗1, · · · , u⃗n, b⃗}

反之，如果

{u⃗1, · · · , u⃗n}
等价⇐⇒ {u⃗1, · · · , u⃗n, b⃗}

则 b⃗ 可以通过 {u⃗1, · · · , u⃗n} 线性表达，即方程有解。
因此线性方程组有解当且仅当

{u⃗1, · · · , u⃗n}
等价⇐⇒ {u⃗1, · · · , u⃗n, b⃗}

即这两组向量张成的线性空间的维数是一样的。由此我们证明了如下结论

命题 2.3.10. 非齐次线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 有解当且仅当 A 的列秩和增广矩阵 A = [A b⃗] 的列秩

相等，即

rankA = rankA

我们把上述关于非齐次线性方程组的解总结如下：
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定理 2.3.11 (非齐次线性方程组解的结构定理). 设 A 是 m×n 矩阵，rankA = r。考虑非齐次

线性方程组 Ax⃗ = b⃗，设 A 是增广矩阵。

• Ax⃗ = b⃗ 有解当且仅当 rankA = r

• 假设 rankA = r

– 如果 r = n，则 Ax⃗ = b⃗ 有唯一解

– 如果 r < n，则 Ax⃗ = b⃗ 的解不唯一，且它的通解具有 n− r 个独立参数

例子 2.3.12. 考虑如下线性方程组 
x+ y + z = 3

2x+ 3y + 5z = 4

x+ 2y + 4z = 1

这组方程在之前的例子中计算过，其通解为


x = 2c+ 5

y = −2− 3c

z = c

这里 c 是任意常数。把其写作

通解为


x

y

z

 =


5

−2

0

+ c


2

−3

1



这里


5

−2

0

 是线性方程组的一个特解，c


2

−3

1

 是对应齐次方程组的通解。
2.3.4 秩-零化度定理

我们讨论线性方阵组解的结构定理的几何解释。

定义 2.3.13. 设
f : Rn → Rm

是一个线性映射。映射 f 的像是 Rm 中的子集记为 im(f)。定义 f 的核为 Rn 中如下子集

ker(f) := {x⃗ ∈ Rn| f(x⃗) = 0}

设线性映射 f : Rn → Rm 对应的矩阵表达为

f(x⃗) = Ax⃗ x⃗ ∈ Rn

这里 A 是 m× n 矩阵，记为

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn
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f 的核通过矩阵 A 等价表达为

ker(f) := {x⃗ ∈ Rn| Ax⃗ = 0}

因此核的概念即刻画了齐次线性方程组的解

ker(f) = {齐次线性方程组 Ax⃗ = 0 的解}

由命题2.3.1知，ker(f) ⊂ Rn 是线性子空间。

f 的像也可以通过矩阵 A 来刻画。把 A 写成列向量的样子

A =
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
这里 α⃗j =


a1j

a2j
...

amj

 ∈ Rm

则 y⃗ ∈ im(f) 当且仅当存在 x⃗ ∈ Rn 使得 y⃗ = Ax⃗。写成 A 的列向量的样子

y⃗ = x1α⃗1 + x2α⃗2 + · · ·+ xnα⃗n

即等价于 y⃗ 可以通过 {α⃗1, α⃗2, · · · , α⃗n} 线性表达。因此

im(f) = Span{α⃗1, α⃗2, · · · , α⃗n}

特别的，im(f) ⊂ Rm 也是线性子空间。

定理 2.3.14 (秩-零化度定理). 设 f : Rn → Rm 是一个线性映射。则

dim im(f) + dim ker(f) = n

证明：由矩阵的秩的定义，我们知道

dim im(f) = dim Span{α⃗1, α⃗2, · · · , α⃗n} = A 的列秩 = rankA

由定理2.3.9，
dim ker(f) = n− rankA = n− dim im(f)

秩-零化度定理的几何是非常直观的。我们可以把映射 f 看作把 Rn“压缩”到它的像 im(f)，

其中被“压缩”的部分是它的核 ker(f)。则 Rn 的维数是像的维数加上被压缩的维数，即秩-零
化度定理。

秩-零化度定理也可以表述在抽象的线性空间里。

定理 2.3.15 (秩-零化度定理). 设 V,W 是有限维线性空间，f : V →W 是一个线性映射。则

dim im(f) + dim ker(f) = dimV

这里像 im(f) ⊂ W 与核 ker(f) ⊂ V 的定义与上述类似。通过选取一组基，可以把定

理2.3.15转化为定理2.3.14的情形，具体细节留作练习。
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2.4 习题

1. 计算如下两个矩阵 A,B 的乘积 AB：

(1)


2 1 3

0 4 1

5 2 0



1 0 2

3 4 1

2 1 0

 (2)


1 3 2

4 0 1

5 2 3



0 1

2 1

3 4

 (3)


1

2

3

4


[
5 6 7 8

]

2. 设 n× n 矩阵 A,B 满足 AB = BA，证明 (A+ B)k =
k∑

i=0

k!
i!(k−i)!A

iBk−i。举例说明如果

AB 6= BA，那么这个公式不成立。

3. 考虑如下矩阵 A，计算 An，这里 n 是正整数

(1)

[
1 1

0 1

]
(2)

[
a b

0 a

]
(3)

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

(4)


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 (5)


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3



4. 求如下齐次线性方程组的通解

(1)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 0

(2)



x1 + x2 − 3x4 − x5 = 0

x1 − x2 − 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 − 4x5 = 0

2x1 + 4x2 − 2x3 + 4x4 − 7x5 = 0

5. 如果 m < n，证明如下齐次线性方程组一定有非零解

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

6. 补充完整命题2.3.7的证明，即矩阵的列秩在初等行变换下不变。
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7. 求如下非齐次线性方程组的通解

(1)


3x− 2y + z = 7

2x+ y − 3z = 9

x− y + 2z = 4

(2)



x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = −1

2x1 − x2 + 4x3 − x4 = 13

−3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 6

x1 − x2 + 2x3 + x4 = 4

(3)



3x1 − x2 + 2x3 + x4 = 9

x1 + 4x2 − 2x3 + 3x4 = 5

−x1 + 2x2 + x3 − x4 = 2

5x1 + x2 − x3 + 5x4 = 10

(4)



x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4

x2 − x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 − 3x4 = 1

−7x2 + 3x3 + x4 = −3

(5)



x1 + x2 − 3x3 = −1

2x1 + x2 − 2x3 = 1

x1 + x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 − 3x3 = 1

8. 当 λ 取何值时，如下线性方程组有解? 有唯一解? 并求其所有解

λx1 + x2 + x4 = 1

x1 + λx2 + x3 = 1

x2 + λx3 + x4 = 1

x1 + x3 + λx4 = 1

9. 设 A 是 m× n 矩阵，rankA = n− 1。证明齐次线性方程组 Ax⃗ = 0 的任意两个解成比例，

即相差一个数值因子。

10. 设 A 是 m× n 矩阵，且 rankA = 1。证明 A 可以写成一个 m× 1 矩阵和一个 1× n 矩阵

的乘积：

A =


a1

a2
...
am


[
b1 b2 · · · bn

]

11. 证明定理2.3.15。
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第三章 行列式

3.1 面积元与体积元

3.1.1 面积

考虑平面上由向量 u⃗ = (u1, u2) 和 v⃗ = (v1, v2) 张成的平行四边形。

u⃗ = (u1, u2)

v⃗ = (v1, v2)

它的面积用这两个向量可以表示为

面积 = |u1v2 − u2v1|

例子 3.1.1. 平行四边形

u⃗ = (3, 1)

v⃗ = (1, 2)

的面积为

面积 = |3× 2− 1× 1| = 5

我们引入下面的记号表达 ∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ := u1v2 − u2v1

称为 2× 2 矩阵 A =

[
u1 u2

v1 v2

]
的行列式。平行四边形面积为行列式

∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ 的绝对值。
观察到如果交换两行∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ = u1v2 − u2v1

∣∣∣∣∣v1 v2

u1 u2

∣∣∣∣∣ = v1u2 − v2u1
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即 ∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣v1 v2

u1 u2

∣∣∣∣∣
我们可以把

∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ 理解为带符号的面积。这个符号和定向有关，即两个向量的相互顺序。
如果我们把其中一个向量做伸缩，那么面积也相应的伸缩。因此我们有如下性质∣∣∣∣∣λu1 λu2

v1 v2

∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ u1 u2

λv1 λv2

∣∣∣∣∣
我们可以用一个代数方法来表述 2× 2 矩阵的行列式。对于两个向量 u⃗, v⃗，我们引入符号

u⃗ ∧ v⃗

称为它们的外积。外积的基本运算规则是

• 反对称性：u⃗ ∧ v⃗ = −v⃗ ∧ u⃗, 特别有 u⃗ ∧ u⃗ = 0

• 线性性：

(u⃗+ v⃗) ∧ w⃗ = u⃗ ∧ w⃗ + v⃗ ∧ w⃗

u⃗ ∧ (v⃗ + w⃗) = u⃗ ∧ v⃗ + u⃗ ∧ w⃗

(λu⃗) ∧ v⃗ = λ(u⃗ ∧ v⃗) = u⃗ ∧ (λv⃗)

我们不详细讨论外积的构造，我们通过一些例子来熟悉这个运算。记 R2 的标准基为

e⃗1 = (1, 0) e⃗2 = (0, 1)

对向量 u⃗ = (u1, u2) = u1e⃗1 + u2e⃗2, v⃗ = (v1, v2) = v1e⃗1 + v2e⃗2, 其外积为

u⃗ ∧ v⃗ = (u1e⃗1 + u2e⃗2) ∧ v⃗ = u1e⃗1 ∧ v⃗ + u2e⃗2 ∧ v⃗

= u1e⃗1 ∧ (v1e⃗1 + v2e⃗2) + u2e⃗2 ∧ (v1e⃗1 + v2e⃗2)

= u1v2e⃗1 ∧ e⃗2 + u2v1e⃗2 ∧ e⃗1

= (u1v2 − u2v1)e⃗1 ∧ e⃗2

我们观察到

u⃗ ∧ v⃗ =

∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ e⃗1 ∧ e⃗2
因此外积不仅给出了一个便于记忆的行列式的计算方法，而且给出了它的几何解释：

• u⃗ ∧ v⃗ 是 u⃗, v⃗ 张成的平行四边形的面积元

• e⃗1 ∧ e⃗2 是单位向量 e⃗1, e⃗2 张成的单位面积元

它们之间的比例就是平行四边形面积（带符号）。
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例子 3.1.2. 计算 u⃗ = (2, 1), v⃗ = (1,−1) 张成平行四边形面积

u⃗ = (2, 1)

v⃗ = (1,−1)∣∣∣∣∣2 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)− 1 · 1 = −3

这里的负号是由于 u⃗, v⃗ 的定向顺序（顺时针）和 e⃗1, e⃗2 的定向顺序（逆时针）相反。平行四边

形的面积为 3。

3.1.2 体积

考虑空间中由向量 u⃗ = (u1, u2, u3)，⃗v = (v1, v2, v3)和 w⃗ = (w1, w2, w3)张成的平行六面体。

w⃗

v⃗

u⃗

我们同样可以通过这 3 个向量的坐标来计算它的体积。
回顾与空间 R3 中的向量相关的基本构造:

• 长度：v⃗ = (v1, v2, v3) 的长度 |v⃗| :=
√
v21 + v22 + v23

• 点乘（内积）：v⃗ = (v1, v2, v3), w⃗ = (w1, w2, w3)

v⃗ · w⃗ := v1w1 + v2w2 + v3w3

点乘（内积）的几何含义为

w⃗

v⃗

θ

v⃗ · w⃗ = |v⃗ ||w⃗ | cos θ

例如 v⃗ · v⃗ = |v⃗|2。
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• 叉乘: v⃗ = (v1, v2, v3), w⃗ = (w1, w2, w3) 的叉乘为

v⃗ × w⃗ := (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1)

v⃗ × w⃗ 是 R3 中的向量，其方向与 v⃗ 和 w⃗ 垂直，指向按照右手拇指法则，长度为 v⃗ 和 w⃗

围成的平行四边形面积。

v⃗

w⃗

θ

|w⃗ × v⃗| = |w⃗ ||v⃗ | sin θ

v⃗ × w⃗

例子 3.1.3. 对于 R3 中的标准基

e⃗1 = (1, 0, 0)

e⃗2 = (0, 1, 0)

e⃗3 = (0, 0, 1)

e⃗1 × e⃗2 = e⃗3 = −e⃗2 × e⃗1

e⃗2 × e⃗3 = e⃗1 = −e⃗3 × e⃗2

e⃗3 × e⃗1 = e⃗2 = −e⃗1 × e⃗3

由平行六面体的体积公式：体积 = 底面积 × 高。我们把 v⃗, w⃗ 张成的面作为底面，得到

体积 = u⃗ · (v⃗ × w⃗) 的绝对值

同样，我们可以把 u⃗ · (v⃗× w⃗) 理解为带符号的体积。它的正负号和 3个向量 u⃗, v⃗, w⃗ 的定向有关。

定义 3.1.4. 定义 3× 3 矩阵的行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ := u⃗ · (v⃗ × w⃗)

由 v⃗ × w⃗ = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1)∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u1(v2w3 − v3w2)− u2(v1w3 − v3w1) + u3(v1w2 − v2w1)

叉乘满足反对称性：

v⃗ × w⃗ = −w⃗ × v⃗ 特别地 v⃗ × v⃗ = 0
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由此对于 3× 3 的行列式，如果对换其中任何两行则行列式的值差一个负号。例如∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

w1 w2 w3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
v1 v2 v3

u1 u2 u3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
特别地，如果有两行向量相同，则行列式为 0∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3

u1 u2 u3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

几何上，当 v⃗ = u⃗ 时，平行六面体塌缩成一个二维面，其体积为 0。

如果我们把其中一个向量做伸缩，那么体积也相应的伸缩。即我们有如下性质∣∣∣∣∣∣∣∣
λu1 λu2 λu3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

λv1 λv2 λv3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
我们同样可以用外积来表示体积元和行列式。对于 R3 中的 3 个向量，考虑它们的外积

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗

外积的代数运算法则和 R2 的情况一样，满足：

• 反对称性：交换任意两个向量差一个负号

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ = −v⃗ ∧ u⃗ ∧ w⃗ = −u⃗ ∧ w⃗ ∧ v⃗ = −w⃗ ∧ v⃗ ∧ u⃗

• 线性性：关于各分量都具有线性性，例如

u⃗ ∧ (v⃗1 + v⃗2) ∧ w⃗ = u⃗ ∧ v⃗1 ∧ w⃗ + u⃗ ∧ v⃗2 ∧ w⃗

记 R3 的标准基为

e⃗1 = (1, 0, 0) e⃗2 = (0, 1, 0) e⃗3 = (0, 0, 1)

对于向量

u⃗ = (u1, u2, u3) = u1e⃗1 + u2e⃗2 + u3e⃗3

v⃗ = (v1, v2, v3) = v1e⃗1 + v2e⃗2 + v3e⃗3

w⃗ = (w1, w2, w3) = w1e⃗1 + w2e⃗2 + w3e⃗3

我们可以按照外积的运算法则来计算 u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ = u1e⃗1 ∧ v⃗ ∧ w⃗ + u2e⃗2 ∧ v⃗ ∧ w⃗ + u3e⃗3 ∧ v⃗ ∧ w⃗
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其中

e⃗1 ∧ v⃗ ∧ w⃗ =e⃗1 ∧ (v2e⃗2 + v3e⃗3) ∧ (w2e⃗2 + w3e⃗3)

=(v2w3 − v3w2)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3

因此

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗

=u1e⃗1 ∧ v⃗ ∧ w⃗ + u2e⃗2 ∧ v⃗ ∧ w⃗ + u3e⃗3 ∧ v⃗ ∧ w⃗

=u1(v2w3 − v3w2)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3 + u2(v1w3 − v3w1)e⃗2 ∧ e⃗1 ∧ e⃗3 + u3(v1w2 − v2w1)e⃗3 ∧ e⃗1 ∧ e⃗2

=(u1(v2w3 − v3w2)− u2(v1w3 − v3w1) + u3(v1w2 − v2w1)) e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3

对比行列式的公式，我们发现

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3
这给出了 3× 3 矩阵行列式的几何解释：

• u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ 是 u⃗, v⃗, w⃗ 张成平行六面体的体积元

• e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3 是单位向量 e⃗i 张成的单位体积元

它们之间的比例就是平行六面体体积（带符号），即 3× 3 矩阵的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
利用外积的反对称性：

u⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ = −u⃗ ∧ w⃗ ∧ v⃗ = −v⃗ ∧ u⃗ ∧ w⃗

我们很容易得出前述行列式的反对称性∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

w1 w2 w3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
v1 v2 v3

u1 u2 u3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
利用外积的线性性，例如

u⃗ ∧ (λv⃗ + µq⃗) ∧ w⃗ = λu⃗ ∧ v⃗ ∧ w⃗ + µu⃗ ∧ q⃗ ∧ w⃗

我们得出行列式关于任一行的线性性∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

λv1 + µq1 λv2 + µq2 λv3 + µq3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

q1 q2 q3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
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最后，由行列式的具体公式∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u1(v2w3 − v3w2)− u2(v1w3 − v3w1) + u3(v1w2 − v2w1)

我们得到 3 阶行列式和 2 阶行列式之间的关系∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u1

∣∣∣∣∣v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣
我们将看到一般的行列式都有类似的性质。

例子 3.1.5. ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =1 ·

∣∣∣∣∣−1 4

1 −2

∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣0 4

2 −2

∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣0 −1

2 1

∣∣∣∣∣
=1 · (2− 4)− 2 · (0− 8) + 3 · (0− (−2))

=− 2 + 16 + 6 = 20

例子 3.1.6 (3 维空间叉乘的行列式表示). R3 中两个向量 v⃗ = (v1, v2, v3), w⃗ = (w1, w2, w3) 的

叉乘

v⃗ × w⃗ = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1)

可以表达为行列式

v⃗ × w⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗1 e⃗2 e⃗3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
这里行列式的第一行为 R3 的标准基。虽然第一行的元素不是数字，我们还是形式地用如上行

列式的公式来计算。可以看出∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗1 e⃗2 e⃗3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣ e⃗1 −
∣∣∣∣∣v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣ e⃗2 +
∣∣∣∣∣v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣ e⃗3
=(v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1) = v⃗ × w⃗

3.2 n 阶行列式

3.2.1 行列式的几何定义

考虑一个 n× n 矩阵（也称为 n 阶方阵）

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann
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我们定义一个数称为它的行列式 detA，也记为

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们之前讨论了 n = 2, 3 的情况及其几何含义

• 当 n = 2 时 ∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

• 当 n = 3 时 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
我们下面讨论一般 n 的情况。记 Rn 的标准基为

e⃗1 = (1, 0, · · · , 0) e⃗2 = (0, 1, · · · , 0) · · · e⃗n = (0, · · · , 0, 1)

我们记 A 的行向量为

α⃗1 = (a11, a12, · · · , a1n) = a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n

α⃗2 = (a21, a22, · · · , a2n) = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n

...

α⃗n = (an1, an2, · · · , ann) = an1e⃗1 + an2e⃗2 + · · ·+ anne⃗n

我们用外积的代数运算（反对称和线性）计算

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=(a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n) ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=a11e⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n + · · ·+ a1ne⃗n ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

= · · ·

=D e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

最后总是可以写成 e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n 的一个倍数，这个系数 D 就定义为 A 的行列式

detA := D

由这个构造可以看出，当 n = 2, 3 的时候，行列式与面积元和体积元的定义是一致的。我

们可以把 α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n 理解为 Rn 的 n 个向量 α⃗1, · · · , α⃗n 张成的 n 维平行体的体积元，

e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n 是单位体积元。因此行列式的几何含义是代表 Rn 中平行体的体积（带符号）。
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3.2.2 行列式的组合定义

我们可以通过外积的代数运算给出行列式的一个具体的组合表达式。由外积的反对称性，特

别有 e⃗i ∧ e⃗i = 0，我们可以看出把

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

展开成 e⃗i 的过程中，如要得到非零元素，只能在 α⃗1 中取一个 e⃗σ(1)，在 α⃗2 中取一个 e⃗σ(2)，

· · ·，在 α⃗n 中取一个 e⃗σ(n)，并且 σ(1), σ(2), · · · , σ(n) 各不相同。这样一个取法 σ 对应于集合

{1, 2, · · · , n} 到自身的一个一一映射。

定义 3.2.1. 集合 {1, 2, · · · , n} 到自身的一个一一映射称为一个 n 元置换。所有 n 元置换的集

合记为 Sn（其包含 n! 个元素）。

设 σ 是一个 n 元置换。我们可以通过不断作两两对换把

e⃗σ(1) ∧ e⃗σ(2) ∧ · · · ∧ e⃗σ(n)

调整为标准形式 e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n。在外积运算规则中每对换一次变号一次，因此

e⃗σ(1) ∧ e⃗σ(2) ∧ · · · ∧ e⃗σ(n) = (signσ)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

这里 signσ = ±1 称为置换 σ 的符号。如果需要经过偶数次对换，那么 signσ = 1，这样的 σ

称为偶置换；如果需要经过奇数次对换，那么 signσ = −1，这样的 σ 称为奇置换。可以证明，

虽然通过对换来调整为标准形式的方式不唯一，但是需要的对换次数的奇偶性是不变的。

例子 3.2.2. 例如考虑置换 σ : {1, 2, 3, 4, 5} → {3, 5, 4, 1, 2}。我们可以通过 3 次对换把 e⃗3 ∧ e⃗5 ∧
e⃗4 ∧ e⃗1 ∧ e⃗2 调整为 e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3 ∧ e⃗4 ∧ e⃗5：

e⃗3 ∧ e⃗5 ∧ e⃗4 ∧ e⃗1 ∧ e⃗2 = −e⃗3 ∧ e⃗5 ∧ e⃗1 ∧ e⃗4 ∧ e⃗2 = e⃗3 ∧ e⃗2 ∧ e⃗1 ∧ e⃗4 ∧ e⃗5 = −e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ e⃗3 ∧ e⃗4 ∧ e⃗5

因此 σ 是奇置换，signσ = −1。这个外积计算过程也可以用下图来表示

3 5 4 1 2

3 5 1 4 2

3 2 1 4 5

1 2 3 4 5

定理 3.2.3. 设 A 是 n 阶方阵，矩阵元为 aij，则

detA =
∑
σ∈Sn

signσ
n∏

i=1

aiσ(i)

这里 Sn 是所有 n 元置换的集合。
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证明: A 的行向量为

α⃗1 = a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n

α⃗2 = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n

...

α⃗n = an1e⃗1 + an2e⃗2 + · · ·+ anne⃗n

我们有

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)e⃗σ(1) ∧ e⃗σ(2) ∧ · · · ∧ e⃗σ(n)

=
∑
σ∈Sn

signσ
n∏

i=1

aiσ(i)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

比较行列式的外积定义，我们得到 detA =
∑

σ∈Sn

signσ
n∏

i=1
aiσ(i)。

注记. 在很多教材中，通常从定理3.2.3中的组合公式出发来定义行列式。

例子 3.2.4. 考虑如下行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n−1 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
an−1,1 an−1,2 0 · · · 0

an,1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们按照组合公式来计算。先看第 n 行，只能取 an,1。取完后看第 n− 1 行，这时只能取

an−1,2。依次从下往上类推，我们发现只有 a1,na2,n−1 · · · an,1 这一项有贡献，其对应于置换

σ : {1, 2, · · · , n} → {n, n− 1, · · · , 1} signσ = (−1)n(n−1)/2

因此 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n−1 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
an−1,1 an−1,2 0 · · · 0

an,1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n(n−1)/2 a1,n a2,n−1 · · · an,1

3.2.3 行列式的基本性质

命题 3.2.5. 把矩阵的某一行乘以一个系数，则它的行列式的值也乘以同一个系数∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
λai1 λai2 · · · λain

...
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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证明: 由行列式的组合定义显然。从几何角度，这个性质对应于外积的线性性

α⃗1 ∧ · · · ∧ (λα⃗i) ∧ · · · ∧ α⃗n = λα⃗1 ∧ · · · ∧ α⃗i ∧ · · · ∧ α⃗n

命题 3.2.6. 交换矩阵的任意两行，行列式差一个负号∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · · · · ain
...

...
...

...
...

aj1 aj2 · · · · · · ajn
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
...

...
...

...
...

aj1 aj2 · · · · · · ajn
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · · · · ain
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明: 这个性质对应于外积的反对称性。

命题 3.2.7. 如果矩阵有两行一样，则行列式为 0。

证明: 假设第一行和第二行一样，交换这两行∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 · · · an

a1 a2 · · · an
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 · · · an

a1 a2 · · · an
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣
由此可得 ∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 · · · an

a1 a2 · · · an
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

命题 3.2.8. 如果某一行是另一行的倍数，则行列式为 0。

证明: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
λa1 λa2 · · · λan

...
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
a1 a2 · · · an
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

命题 3.2.9. 行列式对于任何一行具有如下加法性质∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...
...

a1 + b1 · · · an + bn
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
a1 · · · an
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
b1 · · · bn
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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证明: 这个对应于外积的线性性

· · · ∧ (α⃗+ β⃗) ∧ · · · = · · · ∧ α⃗ ∧ · · ·+ · · · ∧ β⃗ ∧ · · ·

命题 3.2.10. 把某一行乘以一个数加到另一行，行列式值不变。

证明: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
b1 + λa1 b2 + λa2 · · · bn + λan

...
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
b1 b2 · · · bn
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
λa1 λa2 · · · λan

...
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

a1 a2 · · · an
...

...
...

...
b1 b2 · · · bn
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

命题 3.2.11. 对角方阵的行列式是对角元的乘积∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 0 · · · 0

0 a22 0 · · · 0

0 0 a33 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

证明: 由行列式的组合定义显然。从几何角度，

a11e⃗1 ∧ a22e⃗2 ∧ · · · ∧ anne⃗n = �a11a22 · · · ann�e⃗1 ∧ · · · ∧ e⃗n

命题 3.2.12. 上三角方阵的行列式是对角元的乘积∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann
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证明: 由行列式的组合公式容易看出，只有 a11a22 · · · ann 有贡献，对应的恒等置换是偶置换。

命题 3.2.13. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 a32 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 · · · a2n

a32 a33 · · · a3n
...

... . . . ...
an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明: 由行列式的组合公式，如果第一行不取 a11，则后面一定有某个第 k 行 (k > 1) 需要取
ak1 = 0，因此贡献为 0。故第一行只能取 a11。由此可以证明命题。

3.2.4 初等变换计算行列式

上述关于行列式的性质给出了计算行列式的一般方法。回顾矩阵的三种初等行变换：

1. 交换两行: 将矩阵的两行交换位置

2. 将矩阵中的一行乘以一个非零常数

3. 将矩阵的一行乘以一个数加到另一行

对于 n 阶方阵，对应于上述三种初等行变换

1. 行列式变号

2. 行列式乘以同一个非零常数

3. 行列式保持不变

我们可以用初等行变换把矩阵变成梯形。对于 n 阶方阵，即变成上三角矩阵。而上三角矩

阵的行列式为对角元相乘。因此我们通过初等变换把 n 阶方阵约化为上三角矩阵的过程，同时

给出如何计算 n 阶行列式。

例子 3.2.14. 计算以下 3 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
将第一行乘以 −2 加到第三行:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

0 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

0 −3 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣
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将第二行乘以 −3 加到第三行:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

0 −3 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

0 0 −20

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1) · (−20) = 20

即原行列式为 20

例子 3.2.15. 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 1

1 −1 2 0

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第一行和第二行交换:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 1

1 −1 2 0

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

2 1 −1 1

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第一行乘以 −2 加到第二行，将第一行乘以 −1 加到第四行:

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

2 1 −1 1

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 3 −5 1

0 1 −1 1

0 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第二行和第三行交换:

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 3 −5 1

0 1 −1 1

0 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 3 −5 1

0 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第二行乘以 −3 加到第三行，将第二行乘以 −1 加到第四行:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 3 −5 1

0 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 0 −2 −2

0 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 0 1 1

0 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
这里最后一个等式，我们把第三行提出系数 −2。将第三行加到第四行

−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 0 1 1

0 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 1 −1 1

0 0 1 1

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2 · (−1) = 2
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由此我们得出原方阵的行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 1

1 −1 2 0

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

例子 3.2.16. 我们给出上一个例子的另一个计算方法∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 1

1 −1 2 0

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

2 1 −1 1

0 1 −1 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2 0

0 3 −5 1

0 1 −1 1

0 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=− 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 1

1 −1 1

1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3

∣∣∣∣∣−1 1

−2 −1

∣∣∣∣∣+ (−5)

∣∣∣∣∣1 1

1 −1

∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣1 −1

1 −2

∣∣∣∣∣
=− 3 · 3 + (−5) · (−2)− 1 · (−1) = 2

3.3 Laplace 展开定理

我们在讨论面积元和体积元的时候，观察到 3 阶行列式可以化为 2 阶行列式的展开：∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u1

∣∣∣∣∣v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣
实际上 n 阶行列式也可以化为低阶行列式的展开，这个称为 Laplace 展开定理。

3.3.1 余子式与展开定理

给定 n 阶方程

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


定义 3.3.1. A 的第 i 行第 j 列余子式 Aij 定义为把 A 的第 i 行和第 j 列去掉后得到的 n− 1

阶方阵的行列式，即

Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ��a1j · · · a1n

· · · · · ·
... · · · · · ·

��ai1 · · · ��aij · · · ��ain

· · · · · ·
... · · · · · ·

an1 · · · ��anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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例子 3.3.2. A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

，则

A12 =

∣∣∣∣∣4 6

7 9

∣∣∣∣∣ = −6 A23 =

∣∣∣∣∣1 2

7 8

∣∣∣∣∣ = −6

例子 3.3.3. 体积元的展开公式∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
可以写成

detA = a11A11 − a12A12 + a13A13

命题 3.3.4. 设 A = (aij) 是 n 阶方阵，则按照第一行展开有如下公式成立

detA =
n∑

j=1

(−1)1+ja1jA1j

证明: 记 A 的行向量为

α⃗1 = (a11, a12, · · · , a1n) = a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n

α⃗2 = (a21, a22, · · · , a2n) = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n

...

α⃗n = (an1, an2, · · · , ann) = an1e⃗1 + an2e⃗2 + · · ·+ anne⃗n

由行列式的外积定义，我们有

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n = (detA) e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

另一方面，代入 α⃗1 的表达式

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n = (a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n) ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

考虑其中的第一项 a11e⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n, 记

α⃗2 = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n = a21e⃗1 + β⃗2

...

α⃗n = an1e⃗1 + an2e⃗2 + · · ·+ anne⃗n = an1e⃗1 + β⃗n

则行向量 β⃗2, · · · , β⃗n 组成把 A 的第 1 行第 1 列去掉后得到的 n− 1 阶方阵。由外积代数我们有

β⃗2 ∧ β⃗3 ∧ · · · ∧ β⃗n = A11 e⃗2 ∧ e⃗3 ∧ · · · ∧ e⃗n

68



另一方面，由外积代数关系 e⃗1 ∧ e⃗1 = 0,

e⃗1 ∧ α⃗2 = e⃗1 ∧ (a21e⃗1 + β⃗2) = e⃗1 ∧ β⃗2

类似的我们得到

e⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=e⃗1 ∧ (a21e⃗1 + β⃗2) ∧ · · · ∧ (an1e⃗1 + β⃗n)

=e⃗1 ∧ β⃗2 ∧ · · · ∧ β⃗n

因此 detA 展开的第一项可以写成

a11e⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n = a11e⃗1 ∧ β⃗2 ∧ · · · ∧ β⃗n = a11A11e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

类似的，detA 展开的第 j 项可以计算为

a1j e⃗j ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n = a1jA1j e⃗j ∧ e⃗1 ∧ · · ·��⃗ej · · · ∧ e⃗n

我们可以用外积的反对称把 e⃗j 从最前面移动到第 j 个位置，共需要交换 (j − 1) 次。所以

a1jA1j e⃗j ∧ e⃗1 ∧ · · ·��⃗ej · · · ∧ e⃗n

=(−1)1+ja1jA1j e⃗1 ∧ · · · e⃗j · · · ∧ e⃗n

把所有项加起来，我们得到

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=(a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n) ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n

=

 n∑
j=1

(−1)1+ja1jA1j

 e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

比较行列式的外积定义，我们证明了命题所述

detA =

n∑
j=1

(−1)1+ja1jA1j

命题 3.3.5. 设 A = (aij) 是 n 阶方阵，则按照第一列展开有如下公式成立

detA =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1Ai1

证明: 记 A 的行向量为

α⃗1 = a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n = a11e⃗1 + β⃗1

α⃗2 = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n = a21e⃗1 + β⃗2

...

α⃗n = an1e⃗1 + an2e⃗2 + · · ·+ anne⃗n = an1e⃗1 + β⃗n
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利用外积的性质，我们可以展开得到

α⃗1 ∧ α⃗2 ∧ · · · ∧ α⃗n =(a11e⃗1 + β⃗1) ∧ (a21e⃗1 + β⃗2) ∧ · · · ∧ (an1e⃗1 + β⃗n)

=

n∑
i=1

(−1)i+1ai1e⃗1 ∧ β⃗1 ∧ · · ·��⃗βi · · · ∧ β⃗n

=

n∑
i=1

(−1)i+1ai1Ai1e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

这里最后一步用了和前述命题证明中类似的计算。

定理 3.3.6 (Laplace 展开定理). 设 A = (aij) 为 n 阶方阵，Aij 是第 i 行 j 列的余子式。

• 行展开公式：对任意第 i 行

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jaijAij

• 列展开公式：对任意第 j 列

detA =
n∑

i=1

(−1)i+jaijAij

证明: 我们在前述命题中证明了第 1 行的展开公式和第 1 列的展开公式。一般的情况证明方法

类似，证明细节留作练习。

例子 3.3.7. 按照第 1 行展开计算∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =1 ·

∣∣∣∣∣−1 4

1 −2

∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣0 4

2 −2

∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣0 −1

2 1

∣∣∣∣∣
=1 · (2− 4)− 2 · (0− 8) + 3 · (0− (−2)) = 20

按照第 2 列展开计算∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 −1 4

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =− 2 ·

∣∣∣∣∣0 4

2 −2

∣∣∣∣∣+ (−1) ·

∣∣∣∣∣1 3

2 −2

∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣1 3

0 4

∣∣∣∣∣
=(−2) · (0− 8)− 1 · (−2− 6)− 1 · (4− 0) = 20

例子 3.3.8. 我们知道对于上三角方阵∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann
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这个结论可以很容易地通过展开定理理解。我们把行列式按照第 1 列展开得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 · · · a2n

0 a33 · · · a3n
...

... . . . ...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
重复这个过程就得到行列式为 a11a22 · · · ann。

3.3.2 转置与行列对称性

定义 3.3.9. 给定 m× n 矩阵 A，将 A 的行排成列列排成行，得到的 n×m 矩阵称为 A 的转

置，记为 AT

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · amn


可以看出，如果 A 是 n 阶方阵，则 AT 也是 n 阶方阵。

命题 3.3.10. 设 A 是 m× k 矩阵，B 是 k × n 矩阵，则

(AB)T = BTAT

类似地，对于多个矩阵的乘积，(A1A2 · · ·Al)
T = AT

l · · ·AT
2A

T
1。

证明：留作练习。

定理 3.3.11. n 阶行列式具有转置不变性，即 detA = detAT。

证明: 当 n = 1 时显然成立，我们对 n 做归纳。对 detA 作行展开，对 detAT 作列展开，得到

detA =

n∑
j=1

(−1)1+ja1jA1j detAT =

n∑
i=1

(−1)1+ia1iA
T
i1

由归纳假设知 A1i = AT
i1，因此 detA = detAT。

转置不变性说明在行列式中行和列的地位是平等的。因此行列式关于行变换的性质对于列

变换也成立。例如我们有

• 关于任意一列具有线性性∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · a1 + b1 · · ·
· · · a2 + b2 · · ·

· · ·
... · · ·

· · · an + bn · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · a1 · · ·
· · · a2 · · ·

· · ·
... · · ·

· · · an · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · b1 · · ·
· · · b2 · · ·

· · ·
... · · ·

· · · bn · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · λa1j · · · a1n

a21 · · · λa2j · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · λanj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 交换两列，行列式差一个负号∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1i · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2i · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 把一列乘以一个数加到另一列，行列式不变∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i + λa1j · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2i + λa2j · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · ani + λanj · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3.3.3 一些例子

例子 3.3.12 (Vandermonde 行列式). 如下 n 阶行列式

∆n(x1, · · · , xn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为 Vandermonde 行列式，在数学和物理中有很多应用。
我们用展开定理来计算 ∆n(x1, · · · , xn)。把第 (n− 1) 行乘以 −x1 加到第 n 行，然后把第

(n− 2) 行乘以 −x1 加到第 n− 1 行，· · · , 最后把第 1 行乘以 −x1 加到第 2 行，我们得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 x2 − x1 · · · xn − x1

0 (x2 − x1)x2 · · · (xn − x1)xn
...

...
...

...
0 (x2 − x1)x

n−2
2 · · · (xn − x1)x

n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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按照第 1 列展开，我们得到

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 · · · xn − x1

(x2 − x1)x2 · · · (xn − x1)xn
...

...
...

(x2 − x1)x
n−2
2 · · · (xn − x1)x

n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x2 x3 · · · xn
...

...
...

...
xn−2
2 xn−2

3 · · · xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
这里第二个等式是因为提取了每列的共同系数。因此我们得到递推关系

∆n(x1, · · · , xn) = ∆n−1(x2, · · · , xn)
n∏

i=2

(xi − x1).

由此得到

∆n(x1, · · · , xn) = ∆n−1(x2, · · · , xn)
n∏

i=2

(xi − x1)

=∆n−2(x3, · · · , xn)

(
n∏

i=3

(xi − x2)

)(
n∏

i=2

(xi − x1)

)
= · · · =

∏
i>j

(xi − xj)

例子 3.3.13. 求如下 n 阶三对角矩阵的行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

这里右下角标 |n 表示是 n 阶方阵。这个矩阵在 Poisson 方程边值问题的数值解法中扮演了十
分重要的角色。把行列式通过第一行展开，我们得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=� − 2�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 1 0 · · · 0

1 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 · · · 0

0 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1
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再把上述第二个矩阵按照第一列展开

=� − 2�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 1 0 · · · 0

1 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

−

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
n−2

因此我们得到递推关系

∆n = −2∆n−1 −∆n−2

初始条件为 ∆1 = −2,∆2 = 3。

我们把递推关系写成 (∆n +∆n−1) = −(∆n−1 +∆n−2)，因此

(∆n +∆n−1) = −(∆n−1 +∆n−2)

= · · · = (−1)n−2(∆2 +∆1) = (−1)n

代入得

∆n =(−1)n −∆n−1

=(−1)n − (−1)n−1 +∆n−2 = · · ·

=(−1)n − (−1)n−1 + · · ·+ (−1)2 + (−1)n−1∆1

=(n+ 1)(−1)n

3.4 乘积的行列式

给定两个 n 阶方程

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·
bn1 bn2 · · · bnn


它们的乘积 AB 也是 n 阶方阵。我们这一节证明如下矩阵乘积的行列式公式：

det(AB) = (detA)(detB)

3.4.1 行列式与线性映射

一个 n 阶方阵 A 对应于线性映射 f : Rn → Rn

f :


x1

x2

· · ·
xn

 7→


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




x1

x2

· · ·
xn
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即把 Rn 中的元素 x⃗ 写成列向量，我们有

f(x⃗) = Ax⃗

特别地，f 把 Rn 的标准基向量映到 A 的列向量

[
f(e⃗1) f(e⃗2) · · · f(e⃗n)

]
=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


例如

f(e⃗1) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




1

0

· · ·
0

 =


a11

a21

· · ·
an1


回顾我们用矩阵 A 的行向量做外积来定义行列式。由于行列式对于行和列是对称的，我们

也可以等价地用列向量做外积来得到行列式。因此矩阵 A 的行列式也可以通过如下表达式给出

f(e⃗1) ∧ f(e⃗2) ∧ · · · ∧ f(e⃗n) = (detA)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

这给出了行列式关于线性映射的解释：detA 是 f 把 Rn 中的体积元伸缩的倍数（带符号）。

3.4.2 乘积的行列式

设 A,B 是 n 阶行列式，它们分别对应于线性映射

f , g : Rn → Rn

我们知道乘积 AB 对应于 f, g 复合的线性映射

f ◦ g : Rn → Rn

通过矩阵 B 的分量 (bij)，我们有

g(e⃗1) ∧ g(e⃗2) ∧ · · · ∧ g(e⃗n)

=

(∑
i

bi1e⃗i

)
∧

(∑
i

bi2e⃗i

)
∧ · · · ∧

(∑
i

bine⃗i

)

复合 f 并利用 f 的线性性，我们得到

f(g(e⃗1)) ∧ f(g(e⃗2)) ∧ · · · ∧ f(g(e⃗n))

=

(∑
i

bi1f(e⃗i)

)
∧

(∑
i

bi2f(e⃗i)

)
∧ · · · ∧

(∑
i

binf(e⃗i)

)
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根据行列式的定义，我们可以通过外积运算得到(∑
i

bi1e⃗i

)
∧

(∑
i

bi2e⃗i

)
∧ · · · ∧

(∑
i

bine⃗i

)
= (detB)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

把 e⃗i 换做 f(e⃗i)，通过同样的外积运算可以得到(∑
i

bi1f(e⃗i)

)
∧

(∑
i

bi2f(e⃗i)

)
∧ · · · ∧

(∑
i

binf(e⃗i)

)
= (detB)f(e⃗1) ∧ f(e⃗2) ∧ · · · ∧ f(e⃗n)

因此

f(g(e⃗1)) ∧ f(g(e⃗2)) ∧ · · · ∧ f(g(e⃗n))

=

(∑
i

bi1f(e⃗i)

)
∧

(∑
i

bi2f(e⃗i)

)
∧ · · · ∧

(∑
i

binf(e⃗i)

)
=(detB)f(e⃗1) ∧ f(e⃗2) ∧ · · · ∧ f(e⃗n)

由矩阵 A 的行列式的外积定义，

f(e⃗1) ∧ f(e⃗2) ∧ · · · ∧ f(e⃗n) = (detA)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

代入上式得到

f(g(e⃗1)) ∧ f(g(e⃗2)) ∧ · · · ∧ f(g(e⃗n)) = (detA)(detB)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

另一方面，由于复合 f ◦ g 对应于矩阵 AB，由行列式的外积定义我们有

f(g(e⃗1)) ∧ f(g(e⃗2)) ∧ · · · ∧ f(g(e⃗n)) = det(AB)e⃗1 ∧ e⃗2 ∧ · · · ∧ e⃗n

对比两方面的计算，我们得到 det(AB) = (detA)(detB)。

定理 3.4.1. 设 A,B 是 n 阶方阵，则

det(AB) = (detA)(detB)

这个定理的几何解释为：假设 A,B 对应于线性映射 f, g : Rn → Rn，故 g 将 n 维体积元伸

缩 detB 倍，f 将 n 维体积元伸缩 detA 倍。则 f 复合 g 将 n 维体积元伸缩 (detA)(detB) 倍。

例子 3.4.2. 矩阵 A =

[
1 2

3 4

]
, B =

[
5 6

7 8

]
。直接计算知

detA = −2 detB = −2 =⇒ detAdetB = 4

另一方面 AB =

[
19 22

43 50

]
，其行列式为

∣∣∣∣∣19 22

43 50

∣∣∣∣∣ = 19× 50− 43× 22 = 950− 946 = 4
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例子 3.4.3. 方阵 A 称为是幂零矩阵，如果存在一个正整数 N 使得 AN = 0，即足够多个 A 乘

在一起是零。对于幂零矩阵一定有

detA = 0

实际上由 AN = 0 两边取行列式，我们得到

det(AN ) = (detA)N = 0 =⇒ detA = 0

例子 3.4.4. 设 A = (aij) 是 n 阶方阵，λ ∈ R。方阵 λA = (λaij) 可以通过矩阵乘积来表示

λA = ΛA, Λ =


λ 0 · · · 0

0 λ · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ


因此

det(λA) = detΛ detA = λn detA

例子 3.4.5. n 阶方阵 A 称为是反对称方阵，如果 AT = −A。假设 A 是奇数阶反对称方阵，则

detA = detAT = det(−A) = (−1)n detA = − detA

于是 detA = 0。例如 ∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 3

2 0 −1

−3 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

例子 3.4.6. 求如下方阵（称为 n 阶轮回方阵）的行列式

A =



a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3

· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · a0


设 ω = e

2π
√

−1
n 是 n 次本原单位根。记多项式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1

考虑列向量 β⃗i =



1

ωi

ω2i

...
ω(n−1)i


。由 (ωi)n = 1，我们有



a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3

· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · a0





1

ωi

ω2i

...
ω(n−1)i


=



f(ωi)

f(ωi)ωi

f(ωi)ω2i

...
f(ωi)ω(n−1)i


= f(ωi)



1

ωi

ω2i

...
ω(n−1)i
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即 Aβ⃗i = f(ωi)β⃗i。比如我们考虑第二行：

an−1 + a0ω
i + a1ω

2i + · · ·+ an−2ω
(n−1)i

=an−1ω
ni + a0ω

i + a1ω
2i + · · ·+ an−2ω

(n−1)i

=(a0 + a1ω
i + · · ·+ an−2ω

(n−2)i + an−1ω
(n−1)i)ωi

=f(ωi)ωi

记矩阵

B =
[
β⃗0 β⃗1 · · · β⃗n−1

]
则

AB =
[
f(ω0)β⃗0 f(ω1)β⃗1 · · · f(ωn−1)β⃗n−1

]
两边取行列式，我们得到

detAdetB = detB
n−1∏
i=0

f(ωi)

观察到矩阵

B =



1 1 1 · · · 1

ω0 ω ω2 · · · ωn−1

ω0 ω2 ω4 · · · ω2(n−1)

· · · · · · · · · · · · · · ·
ω0 ωn−1 ω2(n−1) · · · ω(n−1)(n−1)


由 Vandermonde 行列式公式

detB =
∏

0≤i<j≤n−1

(ωj − ωi) 6= 0

因此公式

detAdetB = detB
n−1∏
i=0

f(ωi)

两边可以消去 detB 得到轮回矩阵的行列式

detA =

n−1∏
i=0

f(ωi)

例子 3.4.7. 集合 {1, 2, · · · , n} 到自身的一个一一映射称为一个 n 元置换。给定 n 元置换 σ，

我们可以把它对应到一个 n 阶方阵 Aσ，其矩阵元 aij 定义为

aij =

1 如果 σ(i) = j

0 其它

即 Aσ 的第 i 行只有其第 σ(i) 列非 0 且其值是 1。例如 5 元置换
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1 2 3 4 5

3 5 4 1 2

对应的矩阵为 

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0


我们可以不断通过交换两行的变换把 Aσ 变为单位矩阵，而每次交换行列式变号。因此

detAσ = ±1

置换 σ 称为偶置换，如果 detAσ = 1；σ 称为奇置换，如果 detAσ = −1。可以看出，σ 的奇

偶性与还原到单位矩阵需要经过的对换次数的奇偶性是一样的。因此这里用行列式定义的置换

奇偶性和第3.2.2节定义的奇偶性是等价的，即

signσ = detAσ

例如置换 σ : {1, 2, 3, 4, 5} → {3, 5, 4, 1, 2}

1 2 3 4 5

3 2 1 4 5

3 5 1 4 2

3 5 4 1 2

可以通过 3 个对换复合得到，因此它是奇置换。我们也可以通过其对应的行列式看出∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 =⇒ signσ = 1

两个置换 σ, ρ 的复合 σ ◦ ρ 依然是一个 n 元置换。容易验证

Aσ◦ρ = AσAρ
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i ρ(i) σ(ρ(i))
Aρ Aσ

于是 detAσ◦ρ = detAσ detAρ。因此置换复合满足

奇置换×奇置换→偶置换

奇置换×偶置换→奇置换

偶置换×偶置换→偶置换

3.5 矩阵的逆

定义 3.5.1. 设 A 是 n 阶方阵，如果存在一个 n 阶方阵 B 使得

AB = BA = In

其中 In 是 n 阶单位阵，我们称 A 是可逆的，且 B 是它的逆矩阵，记作 A−1。

注记. 只有方阵（即 n × n 矩阵）才可能谈逆矩阵。对于一般的矩阵，有一个推广的概念称为

“广义逆”（见5.5.3节），它没有方阵的逆这样好的结构，但是在解线性方程组方面有一些和逆相
近的性质。

3.5.1 可逆矩阵的判别法

假设 n 阶方阵 A 可逆，则对

AA−1 = In

两边取行列式，我们得到 detAdetA−1 = 1, 因此

detA−1 = (detA)−1

特别的有 detA 6= 0。因此 A 可逆的一个必要条件是 detA 6= 0。我们下面说明这也是充分条件。

命题 3.5.2. 设 A 是 n 阶方阵，则如下两个条件等价

detA 6= 0 ⇐⇒ rankA = n

证明: 我们可以通过初等行变换将 A 变成阶梯形矩阵 A′

A′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a′11 · · · · · · a′1n

0 a′22 · · · a′2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · a′nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由行列式在初等行变换下的变换性质可知

detA 6= 0 ⇐⇒ detA′ 6= 0
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由于 detA′ = a′11a
′
22 · · · a′nn，我们可以看出

detA′ 6= 0 ⇐⇒ rankA′ = n

因此

detA 6= 0 ⇐⇒ detA′ 6= 0 ⇐⇒ rankA′ = n⇐⇒ rankA = n

命题 3.5.3. 设 A 是 n 阶方阵且 detA 6= 0。则对任意列向量 b⃗ ∈ Rn，线性方程组

Ax⃗ = b⃗

有唯一解。

证明: 由 detA 6= 0，我们有 n− rankA = 0，由定理2.3.11得到解的唯一性。我们只需要证明解
的存在性。考虑增广矩阵 A = [A b⃗]，由

n = rankA ≤ rankA = A 的行秩 ≤ n

知 rankA = rankA。由定理2.3.11知解存在。

定理 3.5.4. A 是 n 阶方阵，则 A 可逆当且仅当 detA 6= 0。

证明: 我们已经证明了必要性，下面证明充分性。
假设 detA 6= 0。考虑 Rn 的标准基 {e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n}。由命题3.5.3，我们可以解出唯一的向

量 β⃗i 满足

Aβ⃗i = e⃗i i = 1, · · · , n

我们可以把这 n 个方程写成一个矩阵的形式

A
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
e⃗1 e⃗2 · · · e⃗n

]
记 n 阶方阵 B =

[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
。则上述即为

AB = In

我们下面证明 BA = In 也成立。

由于 AB = In，两边取行列式我们知道 detB 6= 0。把上述对 A 的论述用到 B，我们可以

得到一个 n 阶方阵 C 使得 BC = In。因此

A = AIn = A(BC) = (AB)C = InC = C

故 BA = BC = In 成立。因此 B 是 A 的逆。

由上述定理证明我们不难看出，如果

AB = In

则必然有 BA = In。即“左逆”和“右逆”对方阵是一样的，故统记为矩阵的逆 A−1。
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3.5.2 逆矩阵的计算

定理3.5.4的证明过程同时给出了逆矩阵的计算方法：解线性方程组

Aβ⃗i = e⃗i

则 A 的逆矩阵为

A−1 =
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
由于 rankA = n，我们可以通过初等行变换把 A 变成∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ∗ · · · ∗
0 1 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
进而从下往上作行变换消元变为单位阵∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
把增广矩阵加入如上操作，我们得到

[
A e⃗i

]
行变换
=⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0 b1

0 1 · · · 0 b2

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
因此线性方程组的解为 x1 = b1, · · · , xn = bn，即

β⃗i =


b1
...
bn


我们可以用这个方法同时解所有 n 个线性方程组 Aβ⃗i = e⃗i。考虑扩大的增广矩阵[

A e⃗1 · · · e⃗n

]
=
[
A In

]
我们对其作初等行变换将其变为[

A In

]
行变换
=⇒

[
In B

]
=
[
In β⃗1 · · · β⃗n

]
则 B 的第 i 列即为线性方程组 Aβ⃗i = e⃗i 的解。

定理 3.5.5. 设 A 是 n 阶可逆矩阵。我们对 n× 2n 矩阵
[
A In

]
作初等行变换将其变为[

A In

]
行变换
=⇒

[
In B

]
则 n 阶矩阵 B 即为 A 的逆。
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这个定理给出了逆矩阵的具体计算方法。

例子 3.5.6. 计算矩阵


1 2 1

2 4 5

1 4 6

 的逆矩阵。我们对扩展的增广矩阵作初等行变换

1 2 1 1 0 0

2 4 5 0 1 0

1 4 6 0 0 1

 =⇒


1 2 1 1 0 0

0 0 3 −2 1 0

0 2 5 −1 0 1



=⇒


1 2 1 1 0 0

0 2 5 −1 0 1

0 0 3 −2 1 0

 =⇒


1 2 1 1 0 0

0 1 5/2 −1/2 0 1/2

0 0 1 −2/3 1/3 0



=⇒


1 2 0 5/3 −1/3 0

0 1 0 7/6 −5/6 1/2

0 0 1 −2/3 1/3 0

 =⇒


1 0 0 −2/3 4/3 −1

0 1 0 7/6 −5/6 1/2

0 0 1 −2/3 1/3 0


因此我们可以读出逆矩阵

1 2 1

2 4 5

1 4 6


−1

=


−2/3 4/3 −1

7/6 −5/6 1/2

−2/3 1/3 0


3.5.3 伴随矩阵

逆矩阵也可以通过余子式直接求出。回顾 A 的第 i 行第 j 列余子式 Aij 定义为把 A 的第

i 行和第 j 列去掉后得到的 n− 1 阶矩阵的行列式：

Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ��a1j · · · a1n

· · · · · ·
... · · · · · ·

��ai1 · · · ��aij · · · ��ain

· · · · · ·
... · · · · · ·

an1 · · · ��anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由行列式关于第 i 行的展开公式，我们有

n∑
j=1

(−1)i+jaijAij = detA

实际上我们有更好的性质

命题 3.5.7. n 阶方阵 A 的余子式 Aij 满足

n∑
j=1

(−1)i+jakjAij = detAδki
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证明: 对于 k = i，这个即是行列式关于第 i 行的展开公式。下面我们考虑 k 6= i。表达式

n∑
j=1

(−1)i+jakjAij

可以解释为把矩阵 A 的第 i 行替换成第 k 行，然后关于第 i 行作行列式展开。替换后第 i 行的

余子式保持不变。即 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 i 行展开
=

n∑
j=1

(−1)i+jakjAij

另一方面，左边矩阵第 i 行和第 k 行相同，故行列式为 0。因此
n∑

j=1
(−1)i+jakjAij = 0。

我们可以把公式
n∑

j=1

(−1)i+jakjAij = detAδki

写成矩阵的样子 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




(−1)i+1Ai1

(−1)i+2Ai2

· · ·
(−1)i+nAin

 = detA e⃗i

假设 A 可逆，即 detA 6= 0，则上述矩阵表达式说明线性方程组 Aβ⃗i = e⃗i 的解即为

β⃗i =
1

detA


(−1)i+1Ai1

(−1)i+2Ai2

· · ·
(−1)i+nAin


定义 3.5.8. n 阶矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ 是一个 n 阶矩阵，其 (i, j) 矩阵元为 (−1)i+jAji，即

A∗ =


(−1)1+1A11 (−1)1+2A21 · · · (−1)1+nAn1

(−1)2+1A12 (−1)2+2A22 · · · (−1)2+nAn2

· · · · · · · · · · · ·
(−1)n+1A1n (−1)n+2A2n · · · (−1)n+nAnn


我们上述讨论实际上证明了如下命题。

定理 3.5.9. 设 A 是 n 阶可逆方阵，则其逆矩阵为

A−1 =
1

detAA
∗
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例子 3.5.10. 2 阶方阵 A =

[
a b

c d

]
的伴随矩阵为

A∗ =

[
d −b
−c a

]

因此

A−1 =
1

detAA
∗ =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]

例子 3.5.11. 矩阵


1 2 1

2 4 5

1 4 6

 的伴随矩阵为

A∗ =


4 −8 6

−7 5 −3

4 −2 0


计算知 detA = −6，因此

A−1 =


−2/3 4/3 −1

7/6 −5/6 1/2

−2/3 1/3 0


3.5.4 Cramer 法则

设 A 是 n 阶方阵且 detA 6= 0。由命题3.5.3，对任意列向量 b⃗ ∈ Rn，线性方程组

Ax⃗ = b⃗

有唯一解。实际上，由定理3.5.4我们知道 A 可逆，上述方程两边乘以 A−1 可以得到解为

x⃗ = A−1⃗b

由定理3.5.9，我们可以把上述解具体表示为

x⃗ =
1

detAA
∗⃗b

写成分量有

xi =
1

detA

n∑
j=1

(−1)i+jAjibj

考虑矩阵

Ai =


a11 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1n

a21 · · · a2,i−1 b2 a2,i+1 · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · ann
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Ai 是把 A 的第 i 列替换成 b⃗ 构成的方阵。观察到 Ai 的第 k 行第 i 列余子式与 A 的第 k 行第

i 列余子式相同。通过第 i 列展开计算 Ai 的行列式，我们发现

detAi =
n∑

j=1

(−1)i+jAjibj

由此我们证明了如下结论

定理 3.5.12 (Cramer 法则). 设 A 是 n 阶方阵且 detA 6= 0。则线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 的解为

x⃗ =


detA1/detA
detA2/detA

...
detAn/detA


其中 Ai 是把 A 的第 i 列替换成 b⃗ 构成的方阵。
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3.6 习题

1. 计算如下行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 4

5 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

0 1 0 2

1 0 1 1

2 3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 用行列式的组合公式计算如下 n 阶行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 · · · · · · 0

0 a b 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · a b

b 0 · · · · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · · · · 0

0 x −1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · x −1

an an−1 · · · · · · a2 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. (a) 说明对 m× n 矩阵 A 作的三种初等行变换均可以写成对 A 左乘一个 m 阶方阵 P

A→ PA

写出三种初等行变换对应的矩阵 P 并计算其行列式 detP。

(b) 和初等行变换类似，我们可以定义矩阵的三种初等列变换为

i. 交换两列: 将矩阵的两列交换位置

ii. 将矩阵中的一列乘以一个非零常数

iii. 将矩阵的一列乘以一个数加到另一列

说明对 m× n 矩阵 A 作的三种初等列变换均可以写成对 A 右乘一个 n 阶方阵 Q

A→ AQ

写出三种初等列变换对应的矩阵 Q 并计算其行列式 detQ。

4. 设 A 是如下分块上三角形式

A =

[
B C

0 D

]
这里 B 是 k × k 矩阵，C 是 k × (n − k) 矩阵，D 是 (n − k) × (n − k) 矩阵。证明

detA = detB detD。

5. 设 A 是 m× k 矩阵，B 是 k × n 矩阵。证明

(AB)T = BTAT

类似地，对于多个矩阵的乘积，(A1A2 · · ·Al)
T = AT

l · · ·AT
2A

T
1。
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6. 利用 Laplace 展开定理计算

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

0 1 0 2

1 0 1 1

2 3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

1 1 1 1 1

2 3 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7. Fibonacci 数为：F1 = 1, F2 = 2, Fn = Fn−1 + Fn−2 (n ≥ 3)。证明 Fibonacci 数可以写成

Fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0

−1 1 1 0 · · · 0

0 −1 1 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · −1 1 1

0 0 · · · · · · −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8. 设 n 阶方阵 A 的矩阵元 aij = aij(x) 都是变量 x 的可微函数。证明

d detA
dx

=
∑

1≤i,j≤n

(−1)i+j daij
dx

Aij

其中 Aij 是 A 的第 i 行第 j 列余子式。

9. 设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵。考虑 (m+ n)× (m+ n) 阶方阵

[
Im A

B In

]
，这里

Im 是 m 阶单位阵，In 是 n 阶单位阵。

(a) 证明 [
Im 0

−B In

][
Im A

B In

]
=

[
Im A

0 In −BA

]
[
Im −A
0 In

][
Im A

B In

]
=

[
Im −AB 0

B In

]

(b) 证明
det(Im −AB) = det(In −BA)

(c) 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1 + a2b2 · · · a2bn

· · · · · · · · · · · ·
anb1 anb2 · · · 1 + anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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10. 求下列矩阵的逆

(1)


1 1 1

2 3 1

1 0 1

 (2)


1 2 3 4

0 1 4 2

1 0 1 1

2 3 0 1



(3)


1 1 · · · 1

0 1 · · · 1

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1


n×n

(4)



−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 −2


n×n

11. 设 A 是可逆方阵。证明转置的逆等于逆的转置，即

(AT )−1 = (A−1)T

12. 设 A 是 n 阶幂零方阵，即存在 N 使得 AN = 0。证明 In −A 可逆。

13. 设 A 是上三角方阵 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
且 A 可逆。证明 A−1 也是上三角方阵。

14. 设 A 是 m× n 矩阵。取出 A 的第 i1, i2, · · · , ip 行和第 j1, j2, · · · , jp 列交叉位置上的元素
构成的 p 阶方阵的行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jp

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jp

· · · · · · · · · · · ·
aipj1 aipj2 · · · aipjp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为 A 的一个 p 阶行列子式。记 A 的所有非零行列子式的最高阶数为 p(A)。证明

p(A) = rankA

15. 设 m× n 矩阵 A 的秩为 r。证明存在可逆 m 阶方阵 P 和可逆 n 阶方阵 Q 使得

A = P

[
Ir 0

0 0

]
Q

[
Ir 0

0 0

]
是 m× n 阶矩阵，左上角 Ir 是 r 阶单位阵。这个结论称为矩阵的相抵标准型。
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第四章 特征值理论

4.1 特征值与特征向量

4.1.1 特征值与特征向量

我们知道 n 阶方阵 A 对应于线性映射 f : kn → kn（这里数域 k = R 或者 C）

f :


x1

x2

· · ·
xn

 7→


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




x1

x2

· · ·
xn


即把列向量 x⃗ 映射为

f(x⃗) = Ax⃗

为了更好地刻画这个映射的结构和几何性质，我们可以寻找一些特殊的向量使得这个线性

映射把这些特殊向量映射到相对简单的形式。其中最自然的一类向量，就是使得线性映射把它

映射到它自己的一个倍数。这类向量称为特征向量，其伸缩的倍数称为特征值。

定义 4.1.1. 设 A 是一个 n 阶方阵。如果存在一个非零向量 x⃗ 和一个数 λ 使得

Ax⃗ = λx⃗

则 λ 称为 A 的一个特征值，x⃗ 称为（属于特征值 λ 的）一个特征向量。

这个概念类似地也可以对线性变换来定义。

定义 4.1.2. 设 f : V → V 是线性空间 V 到自身的一个线性映射。如果存在一个非零向量

x⃗ ∈ V 和一个数 λ 使得

f(x⃗) = λx⃗

则 λ 称为 f 的一个特征值，x⃗ 称为（属于特征值 λ 的）一个特征向量。

例子 4.1.3. 考虑矩阵 A =


2 0 1 4

0 1 4 2

1 4 2 0

4 2 0 1

。观察到
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2 0 1 4

0 1 4 2

1 4 2 0

4 2 0 1




1

1

1

1

 = 7


1

1

1

1



因此 7 是 A 的一个特征值，


1

1

1

1

 是一个特征向量。

并不是任何 λ 都能成为给定方阵 A 的特征值。例如考虑 A =


3 0 0

0 3 0

0 0 3

，由于
Ax⃗ = 3x⃗

对任意向量 x⃗ 成立，因此 A 的特征值只有 λ = 3。

A 也可能有多个不同的特征值。例如考虑 A =

[
2 0

0 3

]
，容易看出

[
2 0

0 3

][
1

0

]
= 2

[
1

0

] [
2 0

0 3

][
0

1

]
= 3

[
0

1

]

因此 λ = 2 和 λ = 3 均为 A 的特征值。

下面这个命题是特征值的等价描述。

命题 4.1.4. λ 是 n 阶方阵 A 的特征值当且仅当齐次线性方程组

(λIn −A)x⃗ = 0

具有非零解。

证明: 假设如上齐次线性方程组有非零解 x⃗，则

Ax⃗ = λInx⃗ = λx⃗

因此 λ 是特征值，x⃗ 是属于 λ 的特征向量。反之亦然。

上述命题给出了特征值的具体判别方法。

命题 4.1.5. λ 是 n 阶方阵 A 的特征值当且仅当

det(λIn −A) = 0

证明: 齐次线性方程组 (λIn −A)x⃗ = 0 具有非零解当且仅当 det(λIn −A) = 0。
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4.1.2 特征多项式

定义 4.1.6. 设 A 是 n 阶方阵。则 n 次多项式

φ(λ) := det(λIn −A)

称为 A 的特征多项式。

由命题4.1.5知，A 的特征值即为特征多项式的根。

例子 4.1.7. A =


2 1 0

1 2 1

0 1 2

，特征多项式为

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 0

−1 λ− 2 −1

0 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)

∣∣∣∣∣λ− 2 −1

−1 λ− 2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 −1

0 λ− 2

∣∣∣∣∣
=(λ− 2)((λ− 2)2 − 2) = (λ− 2)(λ− 2−

√
2)(λ− 2 +

√
2)

因此 A 有 3 个特征值 2, 2 +
√
2, 2−

√
2。

对于 n 阶方阵 A = (aij)，其特征多项式

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
· · · · · · · · · · · ·
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn + α1λ

n−1 + · · ·+ αn−1λ+ αn

是首项为 λn 的 n 次多项式。由代数学基本定理，我们可以把 φ(λ) 分解为

φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

这里 λ1, · · · , λn 是 φ(λ) 的所有复数根（可以有重根）。

命题 4.1.8. 设 λ1, · · · , λn 是 A 的特征多项式 φ(λ) 的所有复数根（可以有重根），则

detA = λ1λ2 · · ·λn

证明: 由 φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)，知 φ(0) = (−1)nλ1λ2 · · ·λn。另一方面由定义

φ(0) = det(−A) = (−1)n detA

对比两个表达式即得命题。

命题 4.1.9. 方阵 A 可逆当且仅当 A 的特征值全不为零。

证明: 由
detA = λ1λ2 · · ·λn

即得命题。
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例子 4.1.10. 假设 A =



a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ann


是上三角方阵，则

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 −a13 · · · −a1n
0 λ− a22 −a23 · · · −a2n
0 0 λ− a33 · · · −a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(λ− aii)

此时 A 的特征值即为所有对角元的值。

定义 4.1.11. 方阵 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 的迹 (trace) 定义为

TrA := a11 + a22 + · · ·+ ann

即为 A 的所有对角元的和。

迹的一个重要性质是如下关于乘法的对称性。

命题 4.1.12. 设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵。则

TrAB = TrBA

证明：留作练习。

命题 4.1.13. 设 n 阶方阵 A 的特征多项式为 φ(λ) = λn + α1λ
n−1 + · · ·+ αn−1λ+ αn。则

α1 = −TrA

证明:

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
· · · · · · · · · · · ·
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由行列式组合公式，λn−1 项只能来源于

n∏
i=1

(λ− aii) 的贡献，由此易得 α1 = −
n∑

i=1
aii = −TrA。

因此 A 的特征多项式可以表达为

φ(λ) = λn − (TrA)λn−1 + · · ·+ (−1)n detA

实际上，特征多项式中其他的系数 αk 也可以通过 A 的 k 阶余子式来得到，我们这里不作讨论。
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命题 4.1.14. 设 λ1, · · · , λn 是 A 的特征多项式 φ(λ) 的所有复数根（可以有重根），则

TrA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn

证明: φ(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2) · · · (λ − λn) 的 λn−1 项系数为 −λ1 − λ2 − · · · − λn。对比公式

φ(λ) = λn − (TrA)λn−1 + · · · 即得命题。

例子 4.1.15. 设 A =

[
a b

c d

]
是 2 阶方阵

TrA = a+ d detA = ad− bc

因此 A 的特征多项式为

φ(λ) = λ2 − (TrA)λ+ detA = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc)

这个公式也可以通过计算行列式直接验证。

4.1.3 Cayley-Hamilton 定理

定理 4.1.16 (Cayley-Hamilton). 设 n 阶方阵 A 的特征多项式为 φ(λ) = λn + α1λ
n−1 + · · · +

αn−1λ+αn。则矩阵 φ(A) := An +α1A
n−1 + · · ·+αn−1A+αnIn 是零矩阵，即满足 φ(A) = 0。

证明: 令 B = λIn −A，则 φ(λ) = detB。观察到 B 的每个余子式 Bij 至多是 λ 的 (n− 1) 次

多项式。因此 B 的伴随矩阵 B∗ 可以写成

B∗ = λn−1C1 + λn−2C2 + · · ·+ Cn

其中 Ci 是不含 λ 的 n 阶方阵。由伴随矩阵的性质

BB∗ = det(B)In = φ(λ)In

代入上述表达式，我们得到等式

(λIn −A)(λn−1C1 + λn−2C2 + · · ·+ Cn) = φ(λ)In

比较两边的 λ 多项式的系数矩阵，我们得到

C1 = In

C2 −AC1 = α1In

...

Cn −ACn−1 = αn−1In

−ACn = αnIn

把这组方程依次左乘以 An, An−1, · · · , A, In 相加，即得到 φ(A) = 0。

定义 4.1.17. 设 A是 n阶方阵。一个非零多项式 f(λ)称为 A的一个化零多项式，如果 f(A) = 0

是零矩阵。
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Cayley-Hamilton 定理表明，每个 n 阶方阵 A 都会满足一个多项式的代数关系：它的特征

多项式是一个化零多项式。需要指出的是，特征多项式不一定是 A 的最小化零多项式：可能存

在次数比 n 小的化零多项式。

例如对于 A =


2 0 0

0 2 0

0 0 3

，其特征多项式为 φ(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)。另一方面

A− 2I =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 A− 3I =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 0


容易看出 (A− 2I)(A− 3I) = 0。因此 f(λ) = (λ− 2)(λ− 3) 是 A 的一个化零多项式，它的次

数比特征多项式 φ(λ) 的次数低。

Cayley-Hamilton定理有很多重要的应用。我们这里举一个例子，它给出了一种矩阵逆的代
数表达方法。设 A 是 n 阶方阵，其特征多项式为

φ(λ) = λn + α1λ
n−1 + · · ·+ αn−1λ+ αn

假设 A 可逆，则 αn = (−1)n detA 6= 0。由 Cayley-Hamilton 定理，我们有等式

An + α1A
n−1 + · · ·+ αn−1A+ αnIn = 0

把 αnIn 移到右边，两边同除以 −αn

− 1

αn
(An−1 + α1A

n−2 + · · ·+ αn−1In)A = In

由此得

A−1 = − 1

αn
(An−1 + α1A

n−2 + · · ·+ αn−1In)

特别地，A−1 可以通过 A 的一个多项式来表达。

例子 4.1.18. 设 A =


2 −2 4

2 3 2

−1 1 −1

。它的特征多项式为
φ(λ) = det(λI3 −A) = λ3 − 4λ2 + 7λ− 10

因此

A−1 =
1

10
(A2 − 4A+ 7I3) =

1

10


−5 2 −16

0 2 4

5 0 10


4.2 相似变换

4.2.1 相似与对角化

定义 4.2.1. 两个 n 阶方阵 A 与 B 称为是相似的，如果存在 n 阶可逆方阵 P 使得

A = PBP−1

95



容易验证，相似关系构成一个等价关系，即满足

• 自反性：A 与 A 相似

• 对称性：若 A 与 B 相似，则 B 与 A 相似

• 传递性：若 A 与 B 相似，B 与 C 相似，则 A 与 C 相似

命题 4.2.2. 如果 A 与 B 相似，f(x) 是任意一个多项式。则 f(A) 与 f(B) 相似。

证明: 设 A = PBP−1。则对任意正整数 m

Am = (PBP−1)(PBP−1) · · · (PBP−1) = PBmP−1

由此易知 f(A) = P f(B) P−1。

命题 4.2.3. 如果 A 与 B 相似，则它们具有相同的特征多项式。特别地，我们有

TrA = TrB detA = detB

证明: 设 A = PBP−1。则

det(λI −A) = det(λI − PBP−1) = det(P (λI −B)P−1)

= det(P ) det(λI −B) det(P−1)

= det(λI −B)

定义 4.2.4. n 阶方阵 A 称为可对角化，如果 A 相似于一个对角阵 diag(λ1, · · · , λn)。这里

diag(λ1, · · · , λn) :=


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn


如果 A 相似于 diag(λ1, · · · , λn)，则 A 的特征多项式和这个对角阵相同

φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

因此这个对角阵的元素即为 A 的特征值。

假设 A 可对角化，A = P diag(λ1, · · · , λn)P−1，即

AP = P diag(λ1, · · · , λn)

记 P 的列向量为 {β⃗1, · · · , β⃗n}
P =

[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
由 P 可逆知 rankP = n，因此 {β⃗1, · · · , β⃗n} 构成一组基。
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等式 A = P diag(λ1, · · · , λn)P−1 可以写成

A
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]

λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · 0

0 · · · 0 λn


即

Aβ⃗i = λiβ⃗i, i = 1, · · · , n

这说明 β⃗i 是属于 λi 的特征向量。由上述讨论，我们证明了如下结论

命题 4.2.5. n 阶方阵 A 可对角化当且仅当存在一组基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 使得每个 β⃗i 都是 A 的特

征向量。

在这个情况下，我们把任意向量 x⃗ 通过基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 来线性表达：x⃗ =
∑
i
ciβ⃗i。则矩阵

A 乘在向量 x⃗ 上很容易计算出

Ax⃗ =
∑
i

ciλiβ⃗i

例子 4.2.6. 并不是每个方阵都可以对角化，例如

A =



λ0 1 0 · · · 0

0 λ0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ0 1

0 0 · · · 0 λ0


A 的特征值只有 λ0，我们考虑它的特征向量。齐次线性方程组

(λ0In −A)x⃗ = 0 ⇐⇒



0 −1 0 · · · 0

0 0 −1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 −1

0 0 · · · 0 0





x1

x2
...

xn−1

xn


= 0

的解为 x1 = c, x2 = x3 = · · · = xn = 0。因此 λ0 的特征向量只有一个线性无关的元素，它不可

能构成 n 维空间 (n > 1) 的一组基。这说明方阵 A 不可对角化。

命题 4.2.7. 如果数域 k 上 n 阶方阵 A 具有 n 个互不相同的特征值在 k 中，则 A 可以对角化。

证明：设 A 的特征值为 λ1, · · · , λn。由假设这些特征值互不相同。设 β⃗i 是属于 λi 的一个特征

向量。我们下面证明 {β⃗1, · · · , β⃗n} 线性无关。由此知 {β⃗1, · · · , β⃗n} 构成 n 维空间的一组基，因

此 A 可对角化。

假设有系数 c1, · · · , cn 使得

c1β⃗1 + c2β⃗2 + · · ·+ cnβ⃗n = 0
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两边依次乘以 A,A2, · · · , An−1，我们得到

c1β⃗1 + c2β⃗2 + · · ·+ cnβ⃗n = 0

λ1c1β⃗1 + λ2c2β⃗2 + · · ·+ λncnβ⃗n = 0

· · · · · ·

λn−1
1 c1β⃗1 + λn−1

2 c2β⃗2 + · · ·+ λn−1
n cnβ⃗n = 0

我们可以把这组方程写成矩阵的形式

[
c1β⃗1 c2β⃗2 · · · cnβ⃗n

]


1 λ1 λ21 · · · λn−1
1

1 λ2 λ22 · · · λn−1
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 λn λ2n · · · λn−1

n

 = 0

记 P =
[
c1β⃗1 c2β⃗2 · · · cnβ⃗n

]
，Q =


1 λ1 λ21 · · · λn−1

1

1 λ2 λ22 · · · λn−1
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 λn λ2n · · · λn−1

n

，则上式为

PQ = 0

由 Vandermonde 行列式
detQ =

∏
i>j

(λi − λj) 6= 0

故 Q 可逆。因此 PQ = 0 =⇒ P = 0，即 P 的每列 ciβ⃗i = 0。由于 β⃗i 都是非零向量，我们得出

ci = 0, i = 1, · · · , n。这证明了 {β⃗1, · · · , β⃗n} 是线性无关的向量。

例子 4.2.8. 设 A =


2 1 0

0 3 0

0 1 1

，计算 A100。

我们首先计算 A 的特征多项式∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 0

0 λ− 3 0

0 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ− 3)(λ− 1)

A 有 3 个不同的特征值 2, 3, 1，因此可对角化。
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我们计算特征值 λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 1 对应的特征向量 β⃗1, β⃗2, β⃗3

(λ1I −A)β⃗1 =


0 −1 0

0 −1 0

0 −1 1

 β⃗1 = 0 取 β⃗1 =


1

0

0



(λ2I −A)β⃗2 =


1 −1 0

0 0 0

0 −1 2

 β⃗2 = 0 取 β⃗2 =


2

2

1



(λ3I −A)β⃗3 =


−1 −1 0

0 −2 0

0 −1 0

 β⃗3 = 0 取 β⃗3 =


0

0

1


记矩阵

P =
[
β⃗1 β⃗2 β⃗3

]
=


1 2 0

0 2 0

0 1 1


容易计算

P−1 =


1 −1 0

0 1/2 0

0 −1/2 1



我们得到相似变化 A = P


2 0 0

0 3 0

0 0 1

P−1。因此

A100 =P


2 0 0

0 3 0

0 0 1


100

P−1 = P


2100 0 0

0 3100 0

0 0 1

P−1

=


1 2 0

0 2 0

0 1 1



2100 0 0

0 3100 0

0 0 1



1 −1 0

0 1/2 0

0 −1/2 1



=


2100 3100 − 2100 0

0 3100 0

0 (3100 − 1)/2 1


4.2.2 相似变换的几何含义

设 f : kn → kn 是一个线性映射。我们知道可以把 f 对应于一个 n 阶方阵 A。具体而言，

取 kn 的标准基 {e⃗1, · · · , e⃗n}，计算

f(e⃗j) =
∑
i

aij e⃗i

则 A = (aij)。实际上，除了标准基，我们也可以取另外一组基作类似的构造。
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定义 4.2.9. 设 f : kn → kn 是一个线性映射。给定 kn 的一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n}，设

f(α⃗j) =
∑
i

aijα⃗i

则方阵 A = (aij) 称为 f 在这组基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的表示矩阵。

我们把 f 在基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的表示矩阵写成矩阵关系

[
f(α⃗1) f(α⃗2) · · · f(α⃗n)

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


如果我们取 kn 中两组不同的基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 和 {β⃗1, · · · , β⃗n}。设 f 在基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下

的表示矩阵为 A，在基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 下的表示矩阵为 B。那么矩阵 A 和 B 是什么关系？

由于 {α⃗1, · · · , α⃗n} 是一组基，我们可以把向量 β⃗j 在这组基下作线性展开

β⃗j =
∑
i

pijα⃗i

写成矩阵的形式

[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]

p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n

· · · · · · · · · · · ·
pn1 pn2 · · · pnn


这个 n 阶方阵 P = (pij) 称为从基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 到基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 的过渡矩阵。

命题 4.2.10. 一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n}到另一组基 {β⃗1, · · · , β⃗n}的过渡矩阵 P 是可逆矩阵，且 P−1

是基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 到基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 的过渡矩阵。

证明：设 {α⃗1, · · · , α⃗n} 到基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 的过渡矩阵为 Q。则[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
P[

α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
=
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
Q

把两个等式复合，我们得到[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
PQ

即 [
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
(In − PQ) = 0

由 {α⃗i} 的线性无关性，我们得到 PQ = In。

100



定理 4.2.11. 设线性映射 f : kn → kn 在基 {α⃗1, · · · , α⃗n}下的表示矩阵为 A，在基 {β⃗1, · · · , β⃗n}
下的表示矩阵为 B。设基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 到基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 的过渡矩阵为 P。则

A = PBP−1

证明：过渡矩阵关系为 [
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
P

由于 f 是线性映射，两边作用映射 f 给出[
f(β⃗1) f(β⃗2) · · · f(β⃗n)

]
=
[
f(α⃗1) f(α⃗2) · · · f(α⃗n)

]
P

代入 f 在基下表示矩阵的关系[
f(α⃗1) f(α⃗2) · · · f(α⃗n)

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
A[

f(β⃗1) f(β⃗2) · · · f(β⃗n)
]
=
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
B

我们得到 [
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
B =

[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
AP

再次代入过渡矩阵关系，上述等式变为

[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
PB =

[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
AP

即 [
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
(PB −AP ) = 0

由 {α⃗i} 的线性无关性，我们得到 PB = AP。

注记. 这个命题给出了相似变换的几何含义：相似变换是同一个线性映射 f : kn → kn 在不同

基下表示矩阵之间的变换。

4.3 特征子空间与根子空间

4.3.1 特征子空间

定义 4.3.1. 设 A 是数域 k 上的 n 阶方阵，λ0 是 A 一个特征值。定义向量空间 kn 的子集

Vλ0 := {x⃗ ∈ kn|Ax⃗ = λ0x⃗}

称为特征值 λ0 的特征子空间。

换言之，Vλ0 是由所有属于 λ0 的特征向量以及零向量构成的集合。
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命题 4.3.2. 特征子空间 Vλ0 是一个线性空间。

证明: 设 x⃗, y⃗ ∈ Vλ0，α 是一个数。则

A(x⃗+ y⃗) =Ax⃗+Ay⃗ = λ0x⃗+ λ0y⃗ = λ0(x⃗+ y⃗)

A(αx⃗) =αAx⃗ = αλ0x⃗ = λ0(αx⃗)

即 x⃗+ y⃗ ∈ Vλ0 , αx⃗ ∈ Vλ0。由此命题得证。

例子 4.3.3. 考虑 n 阶方阵 A =



λ0 1 0 · · · 0

0 λ0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ0 1

0 0 · · · 0 λ0


。它只有一个特征值 λ0，其特征子

空间 Vλ0 是 1 维的，由向量



1

0
...
0

0


张成。

定义 4.3.4. 设 φ(λ) 是 A 的特征多项式，λ0 是 A 的特征值。

• 记 φ(λ) = (λ − λ0)
mg(λ)，其中 g(λ0) 6= 0。称 m 为特征值 λ0 的代数重数，即 λ0 作为

特征多项式的根的重数

• dimVλ0 称为特征值 λ0 的几何重数

例子 4.3.5. n 阶方阵 A =



λ0 1 0 · · · 0

0 λ0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ0 1

0 0 · · · 0 λ0


的特征多项式

φ(λ) = (λ− λ0)
n

因此特征值 λ0 的代数重数为 n，几何重数为 1。

命题 4.3.6. 特征值的几何重数 ≤ 代数重数。

证明：设 λ0 是 n 阶方阵 A 的特征值，其几何维数是 r，即 dimVλ0 = r。设 {β⃗1, · · · , β⃗r} 是
Vλ0 的一组基。我们可以把它扩展为整个 n 维空间的一组基 {β⃗1, · · · , β⃗r, β⃗r+1, · · · , β⃗n}。把这组
基作为列向量，记 P 为方阵

P =
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
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由于 {β⃗1, · · · , β⃗r} 是 λ0 的特征向量，我们有

A
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
Aβ⃗1 Aβ⃗2 · · · Aβ⃗n

]
=
[
λ0β⃗1 · · · λ0β⃗r Aβ⃗r+1 · · · Aβ⃗n

]
=
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

] [λ0Ir C

0 D

]

这里 C 是 r × (n − r) 矩阵，D 是 (n − r) × (n − r) 矩阵，它们表示 Aβ⃗r+1, · · · , Aβ⃗n 按照基

{β⃗1, · · · , β⃗n} 展开的系数。我们得到相似变换关系 A = P

[
λ0Ir C

0 D

]
P−1 。因此

det(λIn −A) = det(λIn −

[
λ0Ir C

0 D

]
) =

∣∣∣∣∣(λ− λ0)Ir −C
0 λIn−r −D

∣∣∣∣∣ = (λ− λ0)
r det(λIn−r −D)

这说明 λ0 的代数重数 ≥ r。

4.3.2 子空间的和与直和

定义 4.3.7. 设 V 是数域 k 上的线性空间，V1, · · · , Vm 是 V 的线性子空间。定义 V 的子集

V1 + · · ·+ Vm = {α⃗1 + · · ·+ α⃗m|α⃗i ∈ Vi} ⊂ V

称为子空间 V1, · · · , Vm 的和。

命题 4.3.8. V 的线性子空间的和 V1 + · · ·+ Vm 是 V 的线性子空间。

证明: 设 x⃗, y⃗ ∈ V1 + · · ·+ Vm。则存在 α⃗i, β⃗i ∈ Vi 使得

x⃗ = α⃗1 + · · ·+ α⃗m y⃗ = β⃗1 + · · ·+ β⃗m

则

x⃗+ y⃗ = (α⃗1 + β⃗1) + · · ·+ (α⃗m + β⃗m)

由于 Vi 是线性子空间，(α⃗i + β⃗i) ∈ Vi，因此 x⃗+ y⃗ ∈ V1 + · · ·+ Vm。同理可证保乘法。

例子 4.3.9. 设 V = R4，{ei} 是标准基。考虑子空间 V1 = Span{e1, e2}，V2 = Span{e2, e3}，
V3 = Span{e3, e4}。则

V1 + V2 = Span{e1, e2, e3} V1 + V3 = V

定义 4.3.10. 设 V 是数域 k 上的线性空间，V1, · · · , Vm 是 V 的线性子空间。如果 V1+ · · ·+Vm
中的任意向量 α⃗，存在唯一的向量 αi ∈ Vi 使得

α⃗ = α⃗1 + · · ·+ α⃗m

则此时 V1 + · · ·+ Vm 称为子空间 V1, · · · , Vm 的直和，记为 V1 ⊕ · · · ⊕ Vm。
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命题 4.3.11. V 的子空间 V1, · · · , Vm 的和是直和的充分必要条件是如下性质成立：

若 α⃗i ∈ Vi α⃗1 + · · ·+ α⃗m = 0 =⇒ α⃗1 = · · · = α⃗m = 0

即只需要验证零向量表达的唯一性（零向量只能通过各个子空间的零向量相加得到）。

证明: 假设 V 的子空间 V1, · · · , Vm 的和是直和，则零向量只能唯一地表达为零向量相加，因此
命题所述性质成立。

反之，假设命题所述性质成立。设 α⃗ 是 V1 + · · ·+ Vm 中的向量，有两种表达方式

α⃗ = α⃗1 + · · ·+ α⃗m α⃗ = β⃗1 + · · ·+ β⃗m 这里 α⃗i, β⃗i ∈ Vi

两式相减得到

(α⃗1 − β⃗1) + · · ·+ (α⃗m − β⃗m) = 0

由零向量表达的唯一性知 α⃗1 = β⃗1, · · · , α⃗m = β⃗m。由此证得表达的唯一性。

例子 4.3.12. 设 V = R4，{e⃗i} 是标准基。考虑子空间

V1 = Span{e⃗1, e⃗2} V2 = Span{e⃗2, e⃗3} V3 = Span{e⃗3, e⃗4}

• V1 + V2 不是直和，例如我们有两种不一样的方法来表达相加

e⃗2 = e⃗2 + 0 e⃗2 = 0 + e⃗2

其中第一种表达里 e⃗2 看作是 V1 中的向量，第二种表达里 e⃗2 看作是 V2 中的向量。

• V1 + V3 = V1 ⊕ V3 是直和，可以由 e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4 的线性无关性证明。

命题 4.3.13. V 的子空间 V1, · · · , Vm 的和是直和的充分必要条件是

dim(V1 + · · ·+ Vm) = dimV1 + · · ·+ dimVm

此时每个 Vi 选一组基合在一起构成 V1 ⊕ · · · ⊕ Vm 的一组基。

证明: 设 {β⃗(i)1 , · · · , β⃗(i)ti
} 是 Vi 的一组基。由定义，

V1 + · · ·+ Vm = Span{β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm }

假设 V1+· · ·+Vm = V1⊕· · ·⊕Vm是直和。我们说明 {β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm }是线

性无关的，因此构成 V1+· · ·+Vm的一组基。由此即得 dim(V1+· · ·+Vm) = dimV1+· · ·+dimVm。

若

c
(1)
1 β⃗

(1)
1 + · · ·+ c

(1)
t1
β⃗
(1)
t1

+ · · ·+ c
(m)
1 β⃗

(m)
1 + · · ·+ c

(m)
tm β⃗

(m)
tm = 0

记 β⃗i = c
(i)
1 β⃗

(i)
1 + · · ·+ c

(i)
ti
β⃗
(i)
ti
。则 β⃗i ∈ Vi 且

0 = β⃗1 + · · ·+ β⃗m

另一方面零向量显然可以写成零向量的和。由直和的表达唯一性，对每个 i我们有 β⃗i = 0。又

由于 β⃗
(i)
1 , · · · , β⃗(i)ti

是 Vi的一组基，c
(i)
1 = · · · = c

(i)
ti

= 0。这证明了 {β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm }

是线性无关的。
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反之，假设 dim(V1 + · · ·+ Vm) = dimV1 + · · ·+ dimVm 成立。由

V1 + · · ·+ Vm = Span{β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm }

知 {β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm } 是线性无关的。因此 V1 + · · ·+ Vm 中的任一向量可以唯

一地写成 {β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(m)

1 , · · · , β⃗(m)
tm } 的线性组合。由此易证直和性。

命题 4.3.14. 设 λ1, · · · , λs 是 A 的 s 个互不相同的特征值。则它们的特征子空间的和是直和。

Vλ1 + · · ·+ Vλs = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs

证明：设 {β⃗(j)1 , · · · , β⃗(j)tj
}是 Vλj

中的一组基。我们只需证明这些向量 {β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1
, · · · , β⃗(s)1 , · · · , β⃗(s)ts }

合在一起构成的向量集是线性无关的。假设有线性组合满足

c
(1)
1 β⃗

(1)
1 + · · ·+ c

(1)
t1
β⃗
(1)
t1

+ · · ·+ c
(s)
1 β⃗

(s)
1 + · · ·+ c

(s)
ts β⃗

(s)
ts = 0

记

β⃗(j) = c
(j)
1 β⃗

(j)
1 + · · ·+ c

(j)
tj
β⃗
(j)
tj

则 β⃗(j) ∈ Vλj
并且

β⃗(1) + β⃗(2) + · · ·+ β⃗(s) = 0

两边依次乘以 A,A2, · · · , As−1，我们得到

β⃗(1) + β⃗(2) + · · ·+ β⃗(s) = 0

λ1β⃗
(1) + λ2β⃗

(2) + · · ·+ λsβ⃗
(s) = 0

· · ·

λs−1
1 β⃗(1) + λs−1

2 β⃗(2) + · · ·+ λs−1
s β⃗(s) = 0

把这组方程写成矩阵的形式

[
β⃗(1) β⃗(2) · · · β⃗(s)

]


1 λ1 λ21 · · · λs−1
1

1 λ2 λ22 · · · λs−1
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 λs λ2s · · · λs−1

s

 = 0

记 s 阶矩阵 P =


1 λ1 λ21 · · · λs−1

1

1 λ2 λ22 · · · λs−1
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 λs λ2s · · · λs−1

s

，由 Vandermonde 行列式知 P 可逆。上式两边

同时从右边乘以 P−1，我们得到 [
β⃗(1) β⃗(2) · · · β⃗(s)

]
= 0

即每个向量 β⃗(j) = c
(j)
1 β⃗

(j)
1 + · · · + c

(j)
tj
β⃗
(j)
tj

= 0。由 {β⃗(j)1 , · · · , β⃗(j)tj
} 的线性无关性，我们得到

c
(j)
1 = · · · = c

(j)
tj

= 0 对每个 j = 1, · · · , s 成立。

这个命题说明，不同特征值的特征向量之间是相互线性无关的。特别地，如果 n 阶方阵 A

有 n 个互不相同的特征值，则其对应的特征向量构成 n 维空间一组基，即得到命题4.2.7。
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例子 4.3.15. 设 n 阶方阵 A 满足 A2 = A（称为幂等方阵）。则 A 相似于对角阵

[
Ir 0

0 0

]
，这

里 r = rankA。实际上，考虑如下两个线性子空间

V1 = {x⃗ ∈ kn|Ax⃗ = x⃗} V0 = {x⃗ ∈ kn|Ax⃗ = 0}

如果 i 是 A 的特征值（i = 0, 1），则 Vi 是特征子空间，否则 Vi = {0}。
对任意向量 x⃗ ∈ kn，我们把它分解为

x⃗ = Ax⃗+ (In −A)x⃗

由 A 的幂等性

A(Ax⃗) = Ax⃗, A(In −A)x⃗ = 0 =⇒ Ax⃗ ∈ V1, (In −A)x⃗ ∈ V0

这个分解说明

V1 + V0 = kn

设 {α⃗1, · · · , α⃗r}是 V1的一组基，{β⃗1, · · · , β⃗s}是 V0的一组基。由命题4.3.14知，{α⃗1, · · · , α⃗r, β⃗1, · · · , β⃗s}

构成 kn 的一组基。由命题4.2.5，A 相似于对角阵
[
Ir 0

0 0

]
。

4.3.3 根子空间

这一节我们假设数域 k 上 n 阶方阵 A 的所有特征值都在数域 k 中（若 k = R，即要求特
征值均为实数）。A 的特征多项式可以分解为

φ(λ) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 · · · (λ− λs)
ms

这里 λ1, · · · , λs 是互不相同的特征值，mi 是 λi 的代数重数。

设 Vλi
是 λi 的特征子空间。我们知道

m1 +m2 + · · ·+ms = n

由命题4.3.6
dimVλi

≤ mi, i = 1, · · · , s

如果 dimVλi
= mi 对每个 i 成立，那么每个 Vλi

选一组基，合起来构成整个 kn 的一组基。

若 dimVλi
< mi，我们似乎“缺失”了某些向量。这些“缺失”的向量可以通过根子空间找回来。

定义 4.3.16. 设 λ0 是 n 阶方阵 A 的一个特征值。定义 λ0 的根子空间为

Rλ0 = {x⃗ | 存在某个 m > 0 使得(λ0In −A)mx⃗ = 0}

即 x⃗ ∈ Rλ0 当且仅当对 x⃗ 乘以 λ0In −A 足够多次后会变成 0。

λ0 的特征子空间可以刻画为

Vλ0 = {x⃗|(λ0In −A)x⃗ = 0}

即对 x⃗ 乘以 λ0In −A 一次变成 0。因此 Vλ0 ⊂ Rλ0。
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命题 4.3.17. 根子空间 Rλ0 是线性空间。

证明: 设 x⃗, y⃗ ∈ Rλ0。则存在 m1,m2 > 0 使得

(λ0In −A)m1 x⃗ = 0 (λ0In −A)m2 y⃗ = 0

取 m = max{m1,m2}，则

(λ0In −A)m(x⃗+ y⃗) = (λ0In −A)mx⃗+ (λ0In −A)my⃗ = 0

即 x⃗+ y⃗ ∈ Rλ0。易知 Rλ0 也保数乘。

例子 4.3.18. n 阶方阵 A =



λ0 1 0 · · · 0

0 λ0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ0 1

0 0 · · · 0 λ0


。易知

(λ0In −A)n = 0

因此任意向量 x⃗ 都属于根子空间 Rλ0 中。可以看出根子空间的确找回来了“缺失”的向量。

定义 4.3.19. 设 A 是 n 阶矩阵。线性子空间 V ⊂ kn 称为是 A 的不变子空间如果

对任意 x⃗ ∈ V , Ax⃗ ∈ V

命题 4.3.20. 根子空间 Rλ0 是 A 的不变子空间。

证明：设 x⃗ ∈ Rλ0，(λ0In −A)mx⃗ = 0。则

(λ0In −A)m(Ax⃗) = A((λ0In −A)mx⃗) = 0

故 Ax⃗ ∈ Rλ0。

由于 Rλ0 是 A 的不变子空间，把 A 的作用限制在 Rλ0 上得到一个线性映射

A : Rλ0 → Rλ0

命题 4.3.21. 线性映射 A : Rλ0 → Rλ0 在 Rλ0 的任一组基下的表示矩阵的特征值只有 λ0。

证明：考虑这个线性映射在 Rλ0 的一组基 {β⃗1, · · · , β⃗t} 下的表示矩阵 s 阶方阵 B = (bij)，即

Aβ⃗j =
∑
i

β⃗ibij

写成矩阵的形式

A
[
β⃗1 · · · β⃗t

]
=
[
β⃗1 · · · β⃗t

]
B

由根子空间定义，存在充分大 m > 0 使得 (λ0In −A)mβ⃗i = 0⃗，对 i = 1, · · · , t 成立。由

(λ0In −A)m
[
β⃗1 · · · β⃗t

]
=
[
β⃗1 · · · β⃗t

]
(λ0It −B)m

107



左边是零，因此 [
β⃗1 · · · β⃗t

]
(λ0It −B)m = 0

由 {β⃗1, · · · , β⃗t} 的线性无关性，得 (λ0It −B)m = 0。由此易知（或参考命题4.4.3）λ0It −B 的

特征值只有 0, 即 B 的特征值只有 λ0。

命题 4.3.22. 设 λ1, · · · , λs 是互不相同的特征值。则它们的根子空间的和是直和。

Rλ1 + · · ·+Rλs = Rλ1 ⊕ · · · ⊕Rλs

证明：设 β⃗i ∈ Rλi
并且

β⃗1 + β⃗2 + · · ·+ β⃗s = 0

我们只需证明一定有 β⃗1 = · · · = β⃗s = 0。

假设 β⃗1 6= 0。则存在正整数 m 使得 (λ1In − A)m−1β⃗1 6= 0，(λ1In − A)mβ⃗1 = 0。记

γ⃗1 = (λ1In −A)m−1β⃗1 6= 0，则

(λ1In −A)γ⃗1 = 0

即 γ⃗1 是 λ1 的特征向量。则对任意多项式 f(x)

f(A)γ⃗1 = f(λ1)γ⃗1

取 N 充分大使得

(λiIn −A)N β⃗i = 0, i = 1, · · · , s

令 f(x) = (λ2 − x)N (λ3 − x)N · · · (λs − x)N。则

f(A)γ⃗1 = f(λ1)γ⃗1, f(A)β⃗2 = · · · = f(A)β⃗s = 0

其中 f(λ1) = (λ2 − λ1)
N (λ3 − λ1)

N · · · (λs − λ1)
N 6= 0。在等式

β⃗1 + β⃗2 + · · ·+ β⃗s = 0

两边乘以 (λ1In −A)m−1f(A)，我们得到

f(λ1)γ⃗1 = 0

由于 f(λ1) 6= 0 =⇒ γ⃗1 = 0，与假设矛盾。因此 β⃗1 = 0。同理可证 β⃗1 = · · · = β⃗s = 0。

命题 4.3.23. 设 λ1, · · · , λs 是 n 阶方阵 A 所有互不相同的特征值。则

kn = Rλ1 ⊕ · · · ⊕Rλs

证明：由命题4.3.22，我们只需证明任意向量 x⃗ ∈ kn 可以分解为

x⃗ = β⃗1 + · · ·+ β⃗s, β⃗i ∈ Rλi

n 阶方阵 A 的特征多项式为

φ(λ) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 · · · (λ− λs)
ms
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这里 λ1, · · · , λs 是互不相同的特征值。考虑如下的多项式

φi(λ) = (λ− λ1)
m1 · · · (λ− λi−1)

mi−1(λ− λi+1)
mi+1 · · · (λ− λs)

ms

即把 φ(λ) 中去掉 (λ−λi)
mi 因子得到的多项式。多项式 φ1(λ), · · · , φs(λ) 的公因子只有常数函

数，因此存在多项式 hi(λ) 使得

φ1(λ)h1(λ) + · · ·+ φs(λ)hs(λ) = 1

代入矩阵 A，我们得到

φ1(A)h1(A) + · · ·+ φs(A)hs(A) = In

因此

x⃗ =(φ1(A)h1(A) + · · ·+ φs(A)hs(A))x⃗ = β⃗1 + · · ·+ β⃗s

这里 β⃗i = φi(A)hi(A)x⃗。由 Cayley-Hamilton 定理，

(λiIn −A)miφi(A) = φ(A) = 0

因此 (λiIn −A)mi β⃗i = φ(A)hi(A)x⃗ = 0，即 β⃗i ∈ Rλi
。

设 λ1, · · · , λs 是 A 的所有互不相同的特征值。设 {β⃗(j)1 , · · · , β⃗(j)tj
} 是 Rλj

的一组基。由命

题4.3.23，向量组
{β⃗(1)1 , · · · , β⃗(1)t1

, · · · , β⃗(s)1 , · · · , β⃗(s)ts }

构成 kn 的一组基。由命题4.3.20，Rλj
是 A 的不变子空间，因此 Aβ⃗

(j)
i 是 {β⃗(j)1 , · · · , β⃗(j)tj

} 的
线性组合。写成矩阵的形式

A
[
β⃗
(1)
1 · · · β⃗

(1)
t1

· · · β⃗
(s)
1 · · · β⃗

(s)
ts

]

=
[
β⃗
(1)
1 · · · β⃗

(1)
t1

· · · β⃗
(s)
1 · · · β⃗

(s)
ts

]

B1 0 · · · 0

0 B2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Bs


这里 Bj 是 tj 阶方阵，其特征多项式为 (λ− λj)

tj（命题4.3.21）。因此 A 的特征多项式为

det(λIn −A) = det(λ−B1) · · · det(λ−Bs) = (λ− λ1)
t1 · · · (λ− λs)

ts

对比

det(λIn −A) = (λ− λ1)
m1 · · · (λ− λs)

ms

我们得到

tj = mj

由此我们证明了如下命题。

命题 4.3.24. dimRλi
等于 λi 的代数重数。
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总结如上，我们有 Vλi
⊂ Rλi

dimVλi
=几何重数 ≤ dimRλi

=代数重数

根子空间给出直和分解

kn = Rλ1 ⊕Rλ2 ⊕ · · · ⊕Rλs

4.4 Jordan 标准型

4.4.1 幂零变换与循环子空间

定义 4.4.1. 一个线性映射 f : V → V 称为幂零变换，如果存在正整数 m 使得 f 的 m 次复

合 fm = 0。类似地，一个 n 阶方阵 A 称为幂零矩阵，如果存在正整数 m 使得 Am = 0。使得

fm = 0（或 Am = 0）成立的最小正整数 m 称为 f（或 A）的幂零指数，此时也称 f（或 A）

为 m 次幂零变换（或幂零方阵）。

命题 4.4.2. 设 A 是一个 n 阶幂零矩阵，则 In −A 可逆。

证明: 设 Am = 0，则

(In −A)(In +A+ · · ·+Am−1) = In

因此 (In −A)−1 = In +A+ · · ·+Am−1。

命题 4.4.3. 一个 n 阶方阵 A 是幂零矩阵当且仅当 A 只有零特征值，即特征多项式为 λn。

证明：假设 A 是幂零矩阵。设 λ0 6= 0，则 λ−1
0 A 也是幂零矩阵。由命题4.4.2(In − λ−1

0 A) 可逆，

λ0In −A = λ0(In − λ−1
0 A) 可逆，故 λ0 不是 A 的特征值。由 λ0 的任意性，A 的特征值只有 0。

反之假设 A 只有零特征值，即特征多项式为 λn。由 Cayley-Hamilton 定理知 An = 0。

定义 4.4.4. 设 f : V → V 是一个线性变换（或 A 是一个 n 阶矩阵），x⃗ 是一个非零向量。

Cx⃗ = Span{x⃗, f(x⃗), · · · , fm(x⃗), · · · } ( 或 Cx⃗ = Span{x⃗, Ax⃗, · · · , Amx⃗, · · · } )

称为在 A 作用下由 x⃗ 生成的循环子空间。

由 Cayley-Hamilton 定理知，{x⃗, Ax⃗, · · · , An−1x⃗} 已经可以张成整个 Cx⃗。

命题 4.4.5. 设 A 是幂零方阵，r 是满足 Arx⃗ = 0 的最小正整数。则 dimCx⃗ = r，并且

{x⃗, Ax⃗, · · · , Ar−1x⃗}

构成这个在 A 作用下由 x⃗ 生成的循环子空间 Cx⃗ 的一组基。
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证明：设 r 是满足 Arx⃗ = 0 的最小正整数。我们只需证明 {x⃗, Ax⃗, · · · , Ar−1x⃗} 是线性无关的。
假设

c0x⃗+ c1Ax⃗+ · · ·+ cr−1A
r−1x⃗ = 0

并且系数 ci 不全为零。假设 c0 = · · · = ck−1 = 0, ck 6= 0，k ≤ r− 1，不妨设 ck = 1。则我们有

Akx⃗+ ck+1A
k+1x⃗+ · · ·+ cr−1A

r−1x⃗ =

(
In + g(A)

)
Akx⃗ = 0

这里 g(A) = ck+1A+ · · ·+cr−1A
r−1−k。由于 A是幂零方阵，g(A)也是幂零方阵，由命题4.4.2知

In + g(A) 可逆。两边乘以
(
In + g(A)

)−1，我们得到

Akx⃗ = 0

这与 r 的最小性矛盾。

定义 4.4.6. 设 f 是幂零变换（或 A 是幂零方阵）。定义向量 x⃗ 在 f（或 A）作用下的深度 dx⃗

为满足 f r(x⃗) = 0（或 Arx⃗ = 0）的最小正整数 r。由命题4.4.5知

dx⃗ = dimCx⃗

命题 4.4.7. 设 V 是 n维线性空间，f : V → V 是一个 m次幂零变换。则存在向量 α⃗1, · · · , α⃗t ∈
V 使得

V = Cα⃗1
⊕ Cα⃗2

⊕ · · · ⊕ Cα⃗t

即 V 可以分解为循环子空间的直和。此时 max{dα⃗i
} = max{dimCα⃗i

} =幂零指数m。

证明: 我们对 m 作归纳。当 m = 1 时命题显然成立。考虑 V 的线性子空间

f(V ) = im f ⊂ V

易知 f(V ) 是 V 的不变子空间，且 f 限制在 f(V ) 上得到的线性变换

f : f(V ) → f(V )

是一个 m− 1 次幂零变换。由归纳假设，存在 γ⃗1, · · · , γ⃗r ∈ f(V ) 使得

f(V ) = Cγ⃗1 ⊕ · · · ⊕ Cγ⃗r

由 γ⃗i ∈ f(V )，存在向量 α⃗i 使得 γ⃗i = f(α⃗i), i = 1, · · · , r。我们首先说明

Cα⃗1
+ · · ·+ Cα⃗r = Cα⃗1

⊕ · · · ⊕ Cα⃗r

是直和。假设有 β⃗i = ci,0α⃗i + ci,1f(α⃗i) + · · · ∈ Cα⃗i
使得

β⃗1 + β⃗2 + · · ·+ β⃗r = 0

两边作用 f 得到 f(V ) 中的关系

c1,0γ⃗1 + · · ·+ cr,0γ⃗r + · · · = 0

111



由如上 f(V )的直和分解，知 c1,0 = · · · = cr,0 = 0。因此 β⃗i ∈ Cγ⃗i。再由直和分解知 β⃗i = 0。

这证明了 Cα⃗1
+ · · ·+ Cα⃗r = Cα⃗1

⊕ · · · ⊕ Cα⃗r 是直和。

由于 f 是幂零变换，只有零特征值。考虑其对应的特征子空间

V0 = {x⃗ ∈ V |f(x⃗) = 0}

设 di = dα⃗i
, i = 1, · · · , r。则 {fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r)} 是 V0 中线性无关的向量。我们添加向

量 {α⃗r+1, · · · , α⃗t} 使得

{fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r), α⃗r+1, · · · , α⃗t}

构成 V0 的一组基。注意到对于 i = r + 1, · · · , t，Cα⃗i
= Span{α⃗i}。我们下面说明

Cα⃗1
+ · · ·+ Cα⃗r + Cα⃗r+1

+ · · ·+ Cα⃗t = Cα⃗1
⊕ · · · ⊕ Cα⃗r ⊕ Cα⃗r+1

⊕ · · · ⊕ Cα⃗t

是直和。假设有 β⃗i ∈ Cα⃗i
使得

β⃗1 + · · ·+ β⃗r + β⃗r+1 + · · ·+ β⃗t = 0

两边作用 f 得到 f(β⃗1 + · · ·+ β⃗r) = 0，即 β⃗1 + · · ·+ β⃗r ∈ V0。因此我们有

β⃗1 + · · ·+ β⃗r ∈ (Cα⃗1
⊕ · · · ⊕ Cα⃗r) ∩ V0 = Span{fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r)}

因此

β⃗r+1 + · · ·+ β⃗t = −(β⃗1 + · · ·+ β⃗r) ∈ Span{fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r)}

因为 {fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r), α⃗r+1, · · · , α⃗t} 线性无关，我们得到 β⃗r+1 = · · · = β⃗t = 0。于是

β⃗1 + · · ·+ β⃗r = 0

又由于 Cα⃗1
⊕ · · · ⊕Cα⃗r 是直和，我们进一步得到 β⃗1 = · · · = β⃗r = 0。这证明了如上的直和性质。

最后我们说明 {Cα⃗1
, · · · , Cα⃗t} 张成了整个 V。实际上，对 V 中任一向量 x⃗，由 f(x⃗) ∈

f(V ) = Cγ⃗1 ⊕ · · · ⊕ Cγ⃗r 知存在 y⃗ ∈ Cα⃗1
⊕ · · · ⊕ Cα⃗r 使得 f(x⃗) = f(y⃗)。这说明 x⃗− y⃗ ∈ V0，即

可以被 {fd1−1(α⃗1), · · · , fdr−1(α⃗r), α⃗r+1, · · · , α⃗t} 线性表达。因此

x⃗ = y⃗ + (x⃗− y⃗) ∈ Cα⃗1
+ · · ·+ Cα⃗r + Cα⃗r+1

+ · · ·+ Cα⃗s

结合直和分解性质，我们得到

V = Cα⃗1
⊕ · · · ⊕ Cα⃗r ⊕ Cα⃗r+1

⊕ · · · ⊕ Cα⃗s

由归纳知原命题成立。

命题 4.4.8. 设 V 是 n 维线性空间，f : V → V 是一个 m 次幂零变换。设

V = Cα⃗1
⊕ Cα⃗2

⊕ · · · ⊕ Cα⃗t

是命题4.4.7给出的关于 f 的循环子空间的直和。则

dim ker fm − dim ker fm−1 =集合{i| dimCα⃗i
≥ m}的元素个数

这里 ker fm = {x⃗ ∈ V |fm(x⃗) = 0}。
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α⃗1

A1α⃗1

A2α⃗1

A3α⃗1

A4α⃗1

α⃗2

A1α⃗2

A2α⃗2

α⃗3

A1α⃗3

A2α⃗3

α⃗4

A1α⃗4

α⃗5

C1 C2 C3 C4 C5

图 4.1: 循环子空间分解

证明：留作练习。

例子 4.4.9. 设 A 是一个幂零方阵，对应一个幂零线性映射 f。假设如下的循环子空间分解

则由上图容易看出

dim kerA = dim Span{A4α⃗1, A
2α⃗2, A

2α⃗3, Aα⃗4, α⃗5} = 5

dim kerA2 = dim Span{A4α⃗1, A
3α⃗1, A

2α⃗2, Aα⃗2, A
2α⃗3, Aα⃗3, Aα⃗4, α⃗4, α⃗5} = 5 + 4

dim kerA3 = dim Span{A4α⃗1, A
3α⃗1, A

2α⃗1, A
2α⃗2, Aα⃗2, α⃗2, A

2α⃗3, Aα⃗3, α⃗3, Aα⃗4, α⃗4, α⃗5} = 5 + 4 + 3

dim kerA4 = dim Span{A4α⃗1, A
3α⃗1, A

2α⃗1, Aα⃗1, A
2α⃗2, Aα⃗2, α⃗2, A

2α⃗3, Aα⃗3, α⃗3, Aα⃗4, α⃗4, α⃗5}

= 5 + 4 + 3 + 1

dim kerA5 = dim Span{A4α⃗1, A
3α⃗1, A

2α⃗1, Aα⃗1, α⃗1, A
2α⃗2, Aα⃗2, α⃗2, A

2α⃗3, Aα⃗3, α⃗3, Aα⃗4, α⃗4, α⃗5}

= 5 + 4 + 3 + 1 + 1

dim kerA6 = dim kerA5

由这些维数信息不难反解出来有 1 个维数 5 的循环子空间，2 个维数 3 的循环子空间，1 个维

数 2 的循环子空间，1 个维数 1 的循环子空间。

给定 n 阶幂零方阵 A，由命题4.4.7我们知道 n 维空间可以分解为 A 的一些循环子空间的

直和。由命题4.4.8，虽然这些循环子空间的选法并不唯一，但是循环子空间的个数以及每个循
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环子空间的维数是由 A 决定的。具体而言，可以通过解线性方程组依次计算维数

dim kerA = dim{x⃗|Ax⃗ = 0}

dim kerA2 = dim{x⃗|A2x⃗ = 0}
...

dim kerAm = dim{x⃗|Amx⃗ = 0}
...

得到。这里 dim kerA 即特征子空间的维数表示有多少个循环子空间 Ci。然后依次有

dim kerAm − dim kerAm−1 = ♯{维数至少是 m 的 Ci 的个数}

如果发现当到达某个 N 使得

dim kerAN+1 = dim kerAN

时就可以停止计算。由所有这些信息 {dim kerAm}1≤m≤N 可以推出每个循环子空间的维数。

4.4.2 Jordan 块

定义 4.4.10. 如下 m 阶方阵称为一个 m 阶 Jordan 块，记为

Jm(λ) :=



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ 1

0 0 · · · 0 λ


命题 4.4.11. 设 A 是一个 n 阶幂零方阵。则存在正整数 m1, · · · ,mk，使得 A 相似于由 Jordan
块构成的如下方阵 

Jm1(0) 0 · · · 0

0 Jm2(0) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Jmk

(0)


这里 m1 + · · ·+mk = n，且 A 的幂零指数是 max{m1, · · · ,mk}。

证明: 由命题4.4.7，存在向量 α⃗1, · · · , α⃗k 使得

kn = Cα⃗1
⊕ · · · ⊕ Cα⃗k

把这个直和分解中的基作为列向量排起来，构成 n 阶可逆方阵 P

P =
[
Am1−1α⃗1 · · · Aα⃗1 α⃗1 · · · · · · Ami−1α⃗i · · · Aα⃗i α⃗i · · · · · · Amk−1α⃗k · · · Aα⃗k α⃗k

]
这里 mi = dα⃗i

。则易知

A = P


Jm1(0) 0 · · · 0

0 Jm2(0) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Jmk

(0)

P−1
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命题 4.4.12. 设 A 是一个 n 阶方阵，且只有一个特征值 λ0。则存在正整数 m1, · · · ,mk，使得

A 相似于由 Jordan 块构成的如下方阵
Jm1(λ0) 0 · · · 0

0 Jm2(λ0) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Jmk

(λ0)


这里 m1 + · · ·+mk = n。

证明: A− λ0In 只有 0 特征值，因此是幂零矩阵。将命题4.4.11用于 A− λ0In，即得结论。

4.4.3 Jordan 标准型

复方阵的相似标准型

我们首先考虑复数域上的方阵。

定理 4.4.13. 设 A 是 n 阶复方阵，λ1, · · · , λs 是 A 的所有互不相同的特征值。则 A 相似于
J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Js


这里 Ji 是形如由 Jordan 块构成的方阵，m(1)

i + · · ·+m
(ti)
i = λi 的代数重数

Ji =


J
m

(1)
i

(λi) 0 · · · 0

0 J
m

(2)
i

(λi) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 J

m
(ti)
i

(λi)


如上形式称为复方阵 A 在相似变换下的 Jordan 标准型。

证明: 由命题4.3.23，我们有根子空间的直和分解

Cn = Rλ1 ⊕ · · · ⊕Rλs

设 {β⃗(i)1 , · · · , β⃗(i)mi} 为 Rλi
的一组基。由命题4.3.20，Rλi

是 A 的不变子空间，我们有[
Aβ⃗

(i)
1 · · · Aβ⃗

(i)
mi

]
=
[
β⃗
(i)
1 · · · β⃗

(i)
mi

]
Bi

这里 Bi 是 mi 阶方阵，是线性映射 A : Rλi
→ Rλi

在 Rλi
的这组基下的表示矩阵。记 P 为 n

阶可逆方阵

P =
[
β⃗
(1)
1 · · · β⃗

(1)
m1 · · · · · · β⃗

(s)
1 · · · β⃗

(s)
ms

]
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则我们得到相似变换

A = P


B1 0 · · · 0

0 B2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Bs

P−1

由命题4.3.21，方阵 Bi 只有一个特征值 λi，其特征多项式为 (λ− λi)
mi。由命题4.4.12，存

在 mi 阶可逆方阵 Qi 使得

Bi = QiJiQ
−1
i 其中 Ji =


J
m

(1)
i

(λi) 0 · · · 0

0 J
m

(2)
i

(λi) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 J

m
(ti)
i

(λi)


因此我们得到相似变换

A = P


Q1 0 · · · 0

0 Q2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Qs




J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Js




Q−1

1 0 · · · 0

0 Q−1
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Q−1

s

P−1

定义 4.4.14. 设 A 是 n 阶复方阵，其 Jordan 标准型如定理4.4.13所示。单项式 (λ−λi)
m

(j)
i 称

为属于特征值 λi 的一个初等因子。初等因子的全体

{(λ− λ1)
m

(1)
1 , · · · , (λ− λ1)

m
(t1)
1 , · · · , (λ− λs)

m
(1)
s , · · · , (λ− λs)

m
(ts)
s }

称为 A 的初等因子组。

命题 4.4.15. 初等因子组由方阵完全决定。两个方阵相似当且仅当它们具有相同的初等因子组。

证明: 略。

例子 4.4.16. 考虑方阵

A =



2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 3


B =



2 1 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 1 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 3


A 和 B 具有相同的特征多项式 (λ− 2)4(λ− 3)2。上述矩阵已经是 Jordan 标准型的样子，我们
可以读出对应的初等因子组

A 的初等因子组 = {(λ− 2)3, (λ− 2), (λ− 3)2}

B 的初等因子组 = {(λ− 2)2, (λ− 2)2, (λ− 3)2}

A 和 B 的初等因子组不同，因此 A 与 B 不相似。
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实方阵的相似标准型

我们简要说明一下实数域上的 Jordan 标准型。
一个 n 阶实方阵 A 总是可以通过一个实可逆矩阵 P 相似变换为如下标准形

A = P

 . . .


P−1

这里 是如下形式的 Jordan 块

• 对于 A 的实特征值 λi，其 Jordan 块的形式为

=


λi 1 0

λi
. . .
. . . 1

0 λi


• 对于 A的复特征值，其一定是成对出现 λj = α± iβ。这对复特征值对应的实 Jordan块为

=



[
α −β
β α

] [
1 0

0 1

]
0[

α −β
β α

] [
1 0

0 1

]
. . .

[
1 0

0 1

]

0

[
α −β
β α

]


特别地，如果实方阵 A 作为复方阵可以对角化的话，那么存在一个可逆的实矩阵 P 使得

A = P



λ1 0

λ2
. . .

λk [
α1 −β1
β1 α1

]
[
α2 −β2
β2 α2

]
0

. . .



P−1
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4.4.4 Jordan 标准型的计算

给定 n 阶复方阵 A，通过它的特征多项式可以得到所有不同的特征值 λ1, · · · , λs。我们可
以对特征值 λi 依次解线性方程组

ker(A− λi) = {x⃗|(A− λi)x⃗ = 0}

ker(A− λi)
2 = {x⃗|(A− λi)

2x⃗ = 0}
...

ker(A− λi)
m = {x⃗|(A− λi)

mx⃗ = 0}
...

直到 ker(A−λi)N = ker(A−λi)N+1 为止。由命题4.4.8，通过上述空间的维数可以解出 λi 的根

子空间对应的 Jordan 块的大小，即 λi 的初等因子组。由此可以得到 A 的 Jordan 标准型。进
一步通过上述方程组可以得到对应的可逆相似变换。我们通过例子来具体说明。

例子 4.4.17. 计算 A =


3 1 0 1

−1 5 4 1

0 0 2 0

0 0 0 4

 的 Jordan 标准型。A 的特征多项式为

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− 3 −1 0 −1

1 λ− 5 −4 −1

0 0 λ− 2 0

0 0 0 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 2)(λ− 4)3

因此 A 有两个不同的特征值 λ1 = 2, λ2 = 4。

λ1 的代数重数是 1，因此 λ1 的根子空间是 1 维的，由特征向量张成。由

(A− λ1)β⃗1 =


1 1 0 1

−1 3 4 1

0 0 0 0

0 0 0 2

 β⃗1 = 0⃗ =⇒ β⃗1 =


1

−1

1

0

且是 A 的特征向量，

所以 λ1 有一个1 阶 Jordan 块，贡献一个A 的特征向量；相应的，λ1 的几何重数是 1。

λ2 的代数重数是 3，因此 λ2 的根子空间是 3 维的。解方程

(A− λ2)x⃗ =


−1 1 0 1

−1 1 4 1

0 0 −2 0

0 0 0 0

 x⃗ = 0⃗ =⇒ x⃗ =


c1

c1 − c2

0

c2


解方程

(A− λ2)
2x⃗′ =


0 0 4 0

0 0 −4 0

0 0 4 0

0 0 0 0

 x⃗′ = 0⃗ =⇒ x⃗′ =


c′1

c′2

0

c′3
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ker(A− λ2)
2 的维数是 3，已经得到 λ2 = 4 的根子空间。由

dim ker(A− λ2) = 2 dim ker(A− λ2)
2 = 3

所以 λ2 有一个2 阶 Jordan 块，一个1 阶 Jordan 块，贡献两个A 的特征向量；相应的，λ2 的
几何重数是 2。

因此 A 的 Jordan 标准型可以写为 
2 0 0 0

0 4 1 0

0 0 4 0

0 0 0 4


通过上述方程组的解，可以把 λ2 的根子空间的循环子空间分解找出来。

取向量 α⃗1 使得

α⃗1 ∈ ker(A− λ2)
2, α⃗1 /∈ ker(A− λ2)

ker(A− λ2)
2 = Span{α⃗1} ⊕ ker(A− λ2)

例如取 α⃗1 =


0

1

0

0

,

然后取向量 α⃗2 使得

α⃗2 ∈ ker(A− λ2)

ker(A− λ2) = Span{(A− λ2)α⃗1, α⃗2}
例如取 α⃗2 =


0

−1

0

1


则
{
(A− λ2)α⃗1, α⃗1, α⃗2

}
构成 λ2 的根子空间的一组基，其循环子空间分解为

Rλ2 = Cα⃗1
⊕ Cα⃗2

= Span{(A− λ2)α⃗1, α⃗1} ⊕ Span{α⃗2}

且 (A− λ2)α⃗1，α⃗2 是 λ2 的两个特征向量。

由构造, 按照对应顺序，则有

A
[
β⃗1 (A− λ2)α⃗1 α⃗1 α⃗2

]
=
[
β⃗1 (A− λ2)α⃗1 α⃗1 α⃗2

]

2 0 0 0

0 4 1 0

0 0 4 0

0 0 0 4


记可逆矩阵 P 为

P =
[
β⃗1 (A− λ2)α⃗1 α⃗1 α⃗2

]
=


1 1 0 0

−1 1 1 −1

1 0 0 0

0 0 0 1


得到 A 与 A 的 Jordan 标准型之间的相似变换

A = P


2 0 0 0

0 4 1 0

0 0 4 0

0 0 0 4

P−1
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例子 4.4.18. 计算 A =



2 1 −1 8 −3

0 2 0 7 5

0 0 2 7 5

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2


的 Jordan 标准型。A 为上三角方阵，只有一个特

征值 λ1 = 2，代数重数是 5。
解方程

(A− λ1)x⃗ =



0 1 −1 8 −3

0 0 0 7 5

0 0 0 7 5

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


x⃗ = 0⃗ =⇒ x⃗ =



c1

c2

c2 + 61c3

5c3

−7c3


计算得 (A− λ1)

2 = 0，解方程 (A− λ1)
2x⃗ = 0⃗，其解为整个空间，即 ker(A− λ1)

2 = 整个

空间。因此

dim ker(A− λ1) = 3 dim ker(A− λ1)
2 = 5

由此知 λ1 有两个2 阶 Jordan 块，一个1 阶 Jordan 块，贡献三个A 的特征向量；相应的，λ1
的几何重数是 3。
取两个向量使得

α⃗1, α⃗2 ∈ ker(A− λ1)
2, α⃗1, α⃗2 /∈ ker(A− λ1)

ker(A− λ1)
2 = Span{α⃗1, α⃗2} ⊕ ker(A− λ1)

例如取 α⃗1 =



0

1

0

0

0


α⃗2 =



0

0

0

0

1


然后取一个向量 α⃗3 使得

α⃗3 ∈ ker(A− λ1)

ker(A− λ1) = Span{(A− λ1)α⃗1, (A− λ1)α⃗2, α⃗3}
例如取 α⃗3 =



0

0

61

5

−7


则
{
(A− λ1)α⃗1, α⃗1, (A− λ1)α⃗2, α⃗2, α⃗3

}
构成 λ1 的根子空间 (即整个空间) 的一组基，其

循环子空间分解为

Rλ1 = Cα⃗1
⊕ Cα⃗2

⊕ Cα⃗3

= Span{(A− λ1)α⃗1, α⃗1} ⊕ Span{(A− λ1)α⃗2, α⃗2} ⊕ Span{α⃗3}

且 (A− λ1)α⃗1，(A− λ1)α⃗2，α⃗3 是 λ1 的三个特征向量。
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由构造, 按照对应顺序，则有

A
[
(A− λ1)α⃗1 α⃗1 (A− λ1)α⃗2 α⃗2 α⃗3

]
=
[
(A− λ1)α⃗1 α⃗1 (A− λ1)α⃗2 α⃗2 α⃗3

]


2 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 2 1 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2


记可逆矩阵 P 为

P =
[
(A− λ1)α⃗1 α⃗1 (A− λ1)α⃗2 α⃗2 α⃗3

]
=



1 0 −3 0 0

0 1 5 0 0

0 0 5 0 61

0 0 0 0 5

0 0 0 1 −7


得到 A 与 A 的 Jordan 标准型之间的相似变换

A = P



2 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 2 1 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2


P−1

4.5 一些例子

4.5.1 可逆矩阵开根

命题 4.5.1. 设 A 是 n 阶可逆复方阵。则存在可逆方阵 B 使得 A = B2。

我们首先考虑 A = Jn(λ) 是一个 Jordan 块的情况，即

A = λIn +N N = Jn(0) =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


我们把 A 写成 A = λ(In + λ−1N)。利用函数 (1 + x)1/2 在 x = 0 处的 Taylor 展开

(1 + x)1/2 = 1 +
∞∑
k=1

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·
(
1
2 − k + 1

)
k!

xk

我们得到级数恒等式

1 + x =

(
1 +

∞∑
k=1

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·
(
1
2 − k + 1

)
k!

xk

)2
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代入矩阵 x = λ−1N 并利用 Nn = 0，我们得到

In + λ−1N =

(
In +

n−1∑
k=1

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·
(
1
2 − k + 1

)
k!

λ−kNk

)2

因此我们可以取

B =
√
λ

(
In +

n−1∑
k=1

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·
(
1
2 − k + 1

)
k!

λ−kNk

)
对于一般的情况，我们可以作相似变换

A = P


Jm1(λ1) 0

· · ·
0 · · · Jmk

(λk)

P−1

这里每个 Jmi(λ1) 都是 Jordan 块，因此可以如上构造 Bi 使得 Jmi(λ1) = B2
i。取

B = P


B1 0

· · ·
0 · · · Bk

P−1

则满足 B2 = A。

注记. 类似的方法可以证明，对于 n 阶可逆复方阵和正整数 k，存在可逆方阵 B 使得 A = Bk。

4.5.2 指数矩阵

命题 4.5.2. 设 A 是 n 阶复方阵。则如下矩阵级数

eA :=

∞∑
k=0

Ak

k!
= In +A+

A2

2!
+ · · ·+ Am

m!
+ · · ·

收敛到一个可逆矩阵，并且

det(eA) = eTrA

我们同样也是先考虑 A = Jn(λ) 是一个 Jordan 块的情况，即

A = λIn +N N = Jn(0) =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


利用 Nn = 0 易知 eA 收敛到（计算留作练习）

eA =eλIneN = eλ
(
In +N +

N2

2!
· · ·+ Nn−1

(n− 1)!

)

=



eλ eλ · · · · · · eλ

(n−2)!
eλ

(n−1)!

eλ · · · · · · · · · eλ

(n−2)!

. . .
. . .

eλ eλ

0 eλ
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此时有 det(eA) = enλ = eTrA。

对于一般的情况，我们可以作相似变换

A = P


Jm1(λ1) 0

· · ·
0 · · · Jmk

(λk)

P−1

则

eA = P


eJm1 (λ1) 0

· · ·
0 · · · eJmk

(λk)

P−1

并且

det(eA) = em1λ1+···+mkλk = eTrA

成立。由于 eTrA 6= 0，eA 是可逆矩阵。实际上，eA 的逆易知是 e−A。

例子 4.5.3. 考虑方阵

A =


3 −2 2

0 1 2

0 −1/2 3


可以验证它相似于如下 Jordan 标准型

A = P


3 0 0

0 2 1

0 0 2

P−1 这里 P =


1 2 0

0 2 0

0 1 1

 P−1 =


1 −1 0

0 1/2 0

0 −1/2 1


A 有两个 Jordan 块。因此

eA = P


e3 0 0

0 e2 e2

0 0 e2

P−1 =


1 2 0

0 2 0

0 1 1



e3 0 0

0 e2 e2

0 0 e2



1 −1 0

0 1/2 0

0 −1/2 1

 =


e3 −e3 2e2

0 0 2e2

0 −e2/2 2e2


4.5.3 极小多项式

由 Cayley-Hamilton 定理，我们知道 n 阶方阵 A 的特征多项式 φ(λ) = det(λIn −A) 是 A

的一个化零多项式，即满足

φ(A) = 0

实际上满足 f(A) = 0 的多项式，即 A 的化零多项式中，特征多项式 φ(λ) 并不一定是次数

最低的。例如对于方阵

A =


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

 φ(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)2

容易验证 A 满足一个 3 次代数方程

(A− 2I4)
2(A− 3I4) = 0
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定义 4.5.4. 方阵 A 的所有非平凡化零多项式中次数最小的首一多项式称为 A 的极小多项式，

记为 dA(λ)。这里首一多项式指的是多项式最高次项的系数是 1，即 dA(λ) = λd + · · · .

由 Cayley-Hamilton 定理知 A 有化零多项式，因此 A 的极小多项式是存在的且次数不超

过 A 的阶数。另一方面，A 的极小多项式是唯一的。假设 dA(λ) 和 d′A(λ) 均为 A 的极小多项

式。则 dA(λ) 和 d′A(λ) 的次数相同，并且 dA(λ)− d′A(λ) 是次数更低的化零多项式。由极小多

项式的次数最小性，说明 dA(λ)− d′A(λ) = 0 是平凡的，即 dA(λ) = d′A(λ)。

首先我们注意到，如果 λ0 不是 A 的特征值，则线性方程组

(A− λ0In)x⃗ = 0

只有零解，即 A − λ0In 是可逆矩阵。因此如果 f(λ) 是 A 的化零多项式且 λ0 是 f 的一个根，

即有 f(λ) = (λ− λ0)g(λ)，则

f(A) = (A− λ0In)g(A) = 0
左乘 (A− λ0In)−1

=⇒ g(A) = 0

故 g(λ) 也是 A 的化零多项式且次数比 f 低。这说明 dA(λ) 的根只包含 A 的特征值。

例子 4.5.5. 设 A = Jn(λ0) 是 n 阶 Jordan 块，则 A 的最小多项式为

dA(λ) = (λ− λ0)
n

实际上，A 只有一个特征值 λ0，其最小多项式形如 (λ− λ0)
m。由于

N = A− λ0In =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


满足 Nn−1 6= 0, Nn = 0，我们得到 m = n。此时 A 的极小多项式等于特征多项式。

命题 4.5.6. 设 A 是 n 阶复方阵，λ1, · · · , λs 是 A 的所有互不相同的特征值。则 A 的最小多

项式为

dA(λ) = (λ− λ1)
d1 · · · (λ− λs)

ds

其中 di 是特征值 λi 的 Jordan 块的最大阶数，即 (λ− λi)
di 是特征值 λi 最高次数的初等因子。

证明：A 相似于 Jordan 标准型

A = P


J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Js

P−1

对任何多项式 f(λ)，我们有

f(A) = P


f(J1) 0 · · · 0

0 f(J2) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 f(Js)

P−1
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因此 f(A) = 0 当且仅当对每个 Ji 均有 f(Ji)=0。而每个 Ji 是形如由 Jordan 块构成的方阵

Ji =


J
m

(1)
i

(λi) 0 · · · 0

0 J
m

(2)
i

(λi) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 J

m
(ti)
i

(λi)


因此 f(Ji) = 0 当且仅当对每个 f(J

m
(k)
i

(λi)) = 0。由例4.5.5易知

di = max{m(1)
i ,m

(2)
i , · · · ,m(ti)

i }

例子 4.5.7. 方阵 A =


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

 的极小多项式为 (λ− 2)2(λ− 3)。

4.5.4 Google PageRank

PageRank 是 Google 搜索引擎用来排名网页相关性和重要性的算法。其核心思想是一个网
页的重要性与其链接到的网页的重要性的数量和质量有关。基本数学原理是通过网页数据得到

一个大型的矩阵，然后通过求解最大特征值的特征向量得到排名数据。

我们将互联网看作一个巨大的有向图，每个节点代表一个网页，每条有向边代表一个链接，

边的方向表示链接的方向。

A B

CD

上图表示有 4 个网页 A、B、C、D，链接关系如下：

• A 链接到 B 和 C

• B 链接到 C

• C 链接到 A 和 D

• D 链接到 A

PageRank 算法将给每个网页 i 匹配一个 PageRank 值 ri，ri 的值越大表示其越重要。其

基本思想是这个 PageRank 值是通过网络关系来体现的：如果更多更重要的网页关联到某个网
页，那么这个网页本身也更重要。具体而言，引入链接关系矩阵 M = (mij)：
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• 如果网页 j 链接到网页 i，则

mij =
1

L(j)

其中 L(j) 是所有从网页 j 链出的边数。

• 如果网页 j 没有链接到网页 i，则 mij = 0

mij 表现了从网页 j 链接到网页 i 的权重。例如对上图所示 4 个网络，其链接关系矩阵为

M =


0 0 1/2 1

1/2 0 0 0

1/2 1 0 0

0 0 1/2 0


这里我们用 i = 1, 2, 3, 4 来分别表示网页 A,B,C,D。例如

• m13 = 1/2，因为网页 C 链接到网页 A，且网页 C 的出链数量为 2（链接到 A 和 D）。

• m21 = 1/2，因为网页 A 链接到网页 B，且网页 A 的出链数量为 2（链接到 B 和 C）。

• m32 = 1，因为网页 B 链接到网页 C，且网页 B 的出链数量为 1（链接到 C）。

• m23 = 0，因为没有链接从网页 C 链接到网页 B。

PageRank 算法用来计算每个网页 PageRank 权重 r(i) 的方法为：一个网页的 PageRank
值等于所有链接到它的网页的 PageRank 值的加权平均，权重为链接概率。具体公式为：

ri =
∑
j

mijrj

我们把所有网页的 PageRank 权重 {ri} 组合为列向量 r⃗，则上述方程可以写成矩阵形式

Mr⃗ = r⃗

因此寻找网页的 PageRank 值即为求解链接关系矩阵 M 属于特征值 1 的特征向量。

上述 4 个网页的例子中，求解 Mr⃗ = r⃗ 可以得到归一化的 PageRank 值

r⃗ =


1/3

1/6

1/3

1/6


因此 A,C 重要性最高，B,D 次之。这个结果和图示是相符合的。
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M 是否有特征值 1？

首先观察到每个网页链出的总权重是 1，即对每个 j 有∑
i

mij = 1

写成矩阵的形式为

MT


1

1
...
1

 =


1

1
...
1


这表明 M 的转置 MT 有一个属于特征值 1 的特征向量。由于 MT 和 M 具有相同的特征多项

式，这说明 M 一定有特征值 1，因此方程 Mr⃗ = r⃗ 是有解的。

M 的属于特征值 1 的特征子空间 V1 是否是 1 维的？

如果特征子空间 V1 是 1 维的话，那么得到唯一的一个 PageRank 向量 r⃗（不同特征向量

差一个系数，可以通过设置归一化条件
∑

i ri = 1 把这个系数固定）。然而实际上很容易找到

dimV1 > 1 的例子，这给用 PageRank 算法来准确地衡量网页的重要性造成了困难。
为了解决这个困难，PageRank 算法引入了一个阻尼因子 d(通常设置为 0.85)。阻尼因子表

示用户有 d 的概率点击链接，1− d 的概率随机跳转到任意一个网页。改进后的链接关系矩阵为

M̂ = dM + (1− d)S

这里 S 的每个矩阵元都是 1/n（n 是网页的总个数）

S =


1/n 1/n · · · 1/n

1/n 1/n · · · 1/n

· · · · · · · · · · · ·
1/n 1/n · · · 1/n


M̂ 的每一列加起来仍然是 1，因此仍然有特征值 1。改进的 PageRank 计算公式为

M̂ r⃗ = r⃗

命题 4.5.8. M̂ 的特征子空间 V1 是 1 维的。

证明: 首先观察到 M̂ 的每个矩阵元 m̂ij > 0。假设 r⃗ ∈ V1 是任意一个特征向量，即满足

M̂ r⃗ = r⃗

我们说明 r⃗ 的每个分量不可能即有正数又有负数。实际上，假如 ri 中即有正数也有负数。由于

m̂ij > 0，我们有

|
∑
j

m̂ijrj | <
∑
j

m̂ij |rj |
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由特征向量方程 ri =
∑

j m̂ijrj，得到

|ri| = |
∑
j

m̂ijrj | <
∑
j

m̂ij |rj |

两边对 i 求和，并利用
∑

i m̂ij = 1，我们得到∑
i

|ri| <
∑
i,j

m̂ij |rj | =
∑
j

|rj |

矛盾。这说明 r⃗ 的每个分量不可能即有正数又有负数。

现在假设 dimV1 > 1。设 r⃗ 和 s⃗ 是 V1 中两个线性无关的特征向量。不妨设 r⃗, s⃗ 的分量都

是非负的，因此
∑

i ri > 0,
∑

i si > 0。取非零实数 a, b 使得

a(
∑
i

ri) + b(
∑
i

si) = 0

考虑线性组合 ar⃗ + bs⃗。由于 ar⃗ + bs⃗ ∈ V1，上述讨论知它每个分量不可能即有正数又有负

数。由 a, b 的取法，向量 ar⃗ + bs⃗ 的所有分量求和是 0，因此必然有 ar⃗ + bs⃗ = 0。这与 r⃗, s⃗ 线

性无关的假设矛盾。因此假设 dimV1 > 1 不成立，故 dimV1 = 1。

这个命题说明，在考虑阻尼因子后，用改进的算法的确得到一个确定的 PageRank向量。可
以进一步证明（见习题），M̂ 的根子空间 R1 也是 1 维的，即 V1 = R1。

如何计算 PageRank 向量？

实际应用中网页的数量是非常多的，改进的链接关系矩阵 M̂ 是一个巨大的矩阵。如何有效

的计算 PageRank 向量 r⃗ ? 这里关键的一个性质是如下命题。

命题 4.5.9. 设 λ 是改进的链接关系矩阵 M̂ 的一个特征值，则 |λ| ≤ 1。

证明: 设复列向量 α⃗ ∈ Cn 是属于特征值 λ 的一个特征向量：M̂α⃗ = λα⃗。考虑如下行向量

Eα⃗ =
[
b1 b2 · · · bn

]
这里 bi =


ᾱi
|αi| αi 6= 0

0 αi = 0

记

Eα⃗M̂ =
[
k1 k2 · · · kn

]
由于

∑
i m̂ij = 1 并且每个 m̂ij > 0 知

|kj | = |
∑
i

bim̂ij | ≤
∑
i

m̂ij = 1

由方程 M̂α⃗ = λα⃗ 得到 Eα⃗M̂α⃗ = λEα⃗α⃗，即∑
i

kiαi = λ
∑
i

|αi|

因此

λ =

∑
i
kiαi∑

i
|αi|

=⇒ |λ| ≤

∑
i
|ki||αi|∑
i
|αi|

≤ 1
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可以进一步证明，满足 |λ| = 1 的特征值只有 λ = 1（见习题）。由命题4.5.8和命题4.5.9以
及 Jordan 标准型知，改进的链接关系矩阵 M̂ 相似于

M̂ = P


1 0 · · · 0

0 Jm1(λ1) · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · Jmk

(λk)

P−1

这里 Jordan 块 Jmi(λi) 对应的特征值 λi 均满足 |λi| < 1。对于这样的 Jordan 块，可以证明
（见习题）

lim
N→∞

Jmi(λi)
N = 0

因此

lim
N→∞

M̂N = lim
N→∞

P


1 0 · · · 0

0 Jm1(λ1)
N · · · · · ·

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · Jmk

(λk)
N

P−1 = P


1 0 · · · 0

0 0 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0

P−1

设 P 的列向量为

P =
[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
由构造知 β⃗1 是特征值 1 的特征向量。我们得到

lim
N→∞

M̂N =
[
β⃗1 0 · · · 0

]
P−1

现在取一个初始向量 r⃗0，设

P−1r⃗0 =


a1

a2

· · ·
an


并且 a1 6= 0。则

lim
N→∞

M̂N r⃗0 = a1β1

收敛到特征值 1 的一个特征向量！

这给出了如下计算 PageRank 向量 r⃗ 的算法：取初始向量

r⃗0 =


1/n

1/n
...

1/n
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即初始时把所有网页的 PageRank 值都设置为 1/n。然后开始迭代计算

r⃗1 = M̂ r⃗0

r⃗2 = M̂ r⃗1 = M̂2r⃗0

...

r⃗N = M̂N r⃗0

注意到 [
1 1 · · · 1

]
r⃗k =

[
1 1 · · · 1

]
M̂ r⃗k−1

=
[
1 1 · · · 1

]
r⃗k−1

= · · ·

=
[
1 1 · · · 1

]
r⃗0 = 1

因此每个迭代的向量 r⃗k 的所有分量的和都是 1，即都是归一化的。当 N 充分大时，多次迭代

得到的向量 r⃗N 即给出了 PageRank 向量 r⃗ 的近似值。
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4.6 习题

1. 求下列方阵的特征多项式、特征值以及每个特征值的特征向量

a)


2 −1 2

5 −3 3

1 0 −2

 b)


0 0 1

0 1 0

1 0 1

 c)



a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3

· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · a0



2. 已知 A =


2 0 0

−1 3 1

−1 1 3

，求 A20。

3. 设 n 阶可逆方阵 A 的特征多项式为 φ(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an。求 A−1 的特征多项

式，并说明 A−1 的特征值与 A 的特征值的关系。

4. 设 A 是 n×m 矩阵, B 是 m× n 矩阵。证明 TrAB = Tr �BA。

5. 证明不存在 n 阶方阵 A,B 使得 AB −BA = In。注：这说明量子力学中的坐标和动量算

子不可能通过有限维矩阵来实现。

6. 设 A,B 是 n 阶方阵。证明 AB 和 BA 的特征多项式相同。

7. 设 A,B 是两个 n 阶对角方阵。证明 A 和 B 相似当且仅当它们的特征多项式相同，即对

角元素相同（排列顺序可能不同）。

8. 举例说明两个特征多项式相同的 n 阶方阵可能不相似。

9. 设 A,B 是两个 n 阶复方阵，A 的特征多项式为 φ(λ)。证明 n 阶复方阵 φ(B) 可逆当且

仅当 A 和 B 没有共同的特征值。

10. 设 A,B 是两个 n 阶复方阵，且没有共同的特征值。设 n 阶复方阵 X 满足 AX = XB。

证明 X = 0。

11. 求下列方阵所有的特征值、特征子空间和根子空间，并判断其是否可以对角化

a)


2 0 1

−1 3 2

0 0 2

 b)


0 −2 3 2

1 1 −1 −1

0 0 2 0

1 −1 0 1


12. (a) 证明 V 的两个子空间 V1, V2 的和是直和当且仅当 V1 ∩ V2 = {0} 是零子空间。

(b) 举例说明，三个线性子空间 V1, V2, V3 满足 V1 ∩ V2 = V1 ∩ V3 = V2 ∩ V3 = {0}，但
V1 + V2 + V3 不一定是直和。
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(c) 证明如果三个线性子空间 V1, V2, V3 满足 V1 ∩ V2 = {⃗0}, (V1 + V2) ∩ V3 = {⃗0}，则
V1 + V2 + V3 = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 是直和。

13. 设 V1, V2 ⊂ kn 是 n 阶方阵 A 的两个不变子空间，dimV1 = r, dimV2 = n − r，并且

kn = V1 ⊕ V2。证明 A 相似于如下形式的矩阵[
B 0

0 C

]

这里 B 是 r 阶方阵，C 是 n− r 阶方阵。

14. 证明任意 n 阶复方阵都可以相似于一个上三角方阵。

15. (a) 证明任意 n 阶复方阵 A 都可以分解为 A = D + N。这里 D 是 n 阶可对角化方阵，

N 是 n 阶幂零方阵，并且 DN = ND。

(b) 对于矩阵 A =


3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

，找出 (a) 中所述 D 和 N。

16. (a) 证明 Jordan 块 Jn(0) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0


与它的转置 Jn(0)

T 相似。

(b) 证明 n 阶复方阵 A 与它的转置 AT 相似。

17. 设 A,B 是两个可对角化的 n 阶复方阵。证明如下两个性质等价：

(a) A,B 可以同时对角化，即存在可逆 P 使得 PAP−1, PBP−1 均为对角阵

(b) A 与 B 可交换，即 AB = BA

18. (a) 设 Jm(λ) 是一个 Jordan 块，|λ| < 1。证明 lim
N→∞

Jm(λ)N = 0。

(b) 设方阵 A 的所有特征值的绝对值均小于 1，证明 lim
N→∞

AN = 0。

19. 设 M̂ 是 Google PageRank 算法中改进的链接关系矩阵。

(a) 证明 −1 不是 M̂ 的特征值。

(b) 讲义中我们证明了 M̂ 关于特征值 λ = 1的几何重数是 1。证明 M̂ 关于特征值 λ = 1

的代数重数也是 1，即特征值 1 的根子空间和特征子空间一致。
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第五章 内积空间

在线性空间的代数结构基础上，可以进一步引入几何结构。基本的几何概念是“距离”，线

性空间上与距离相关的数学结构称为“内积”。根据数域 k 是实数 R 还是复数 C，主要有两类
内积空间

• 带内积的实线性空间称为欧几里得空间

• 带内积的复线性空间称为酉空间

这一章我们将首先讨论欧几里得空间，然后在简述酉空间时相关概念与性质的对应和推广。

5.1 欧几里得空间

5.1.1 实线性空间的内积

定义 5.1.1. 设 V 是一个实线性空间。V 上的一个内积是一个映射

〈·, ·〉 : V × V → R

满足以下性质：

1. 正定性: 对任意 x⃗ ∈ V , 〈x⃗, x⃗〉 ≥ 0, 且 〈x⃗, x⃗〉 = 0 当且仅当 x⃗ = 0

2. 对称性: 对任意 x⃗, y⃗ ∈ V , 〈x⃗, y⃗〉 = 〈y⃗, x⃗〉

3. 线性性: 对任意 x⃗, y⃗, z⃗ ∈ V 和 a, b ∈ R

〈ax⃗+ by⃗, z⃗〉 = a〈x⃗, z⃗〉+ b〈y⃗, z⃗〉

注意到线性性是对内积的第一个分量来陈述的。由对称性，内积对第二个分量也是线性的：

〈z⃗, ax⃗+ by⃗〉 = a〈z⃗, x⃗〉+ b〈z⃗, y⃗〉

因此我们称内积是双线性的。

定义 5.1.2. 带内积的实线性空间称为实内积空间，或称为欧几里得空间。

n 维实内积空间通常也称为 n 维欧几里得空间。实内积空间也可能是无穷维，此时如果对

应的范数具备完备性，则称为希尔伯特空间。

133



例子 5.1.3. V = Rn，我们定义两个向量的内积为

〈x⃗, y⃗〉 =
n∑

i=1

xiyi

这里 xi, yi 是向量 x⃗, y⃗ 的分量。此时

√
〈x⃗, x⃗〉 =

√√√√ n∑
i=1

x2i

表示向量 x⃗ 的欧氏长度。容易验证，(Rn, 〈·, ·〉) 构成一个实内积空间，称为 n 维标准欧几里得

空间。如果我们把 Rn 中的向量写成列向量的样子，则这个内积可以用矩阵乘法表示为

〈x⃗, y⃗〉 = x⃗T · y⃗ =
[
x1 · · · xn

]
y1
...
yn


这里 x⃗T 是 x⃗ 的转置。

例子 5.1.4. V = Rn，设 ai > 0 是正实数。我们定义两个向量的内积为

〈x⃗, y⃗〉 =
n∑

i=1

aixiyi

对称性和线性性显然满足。由

〈x⃗, x⃗〉 =
n∑

i=1

aix
2
i

可以很容易看出正定性。令 A 为对角方阵

A =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 an


则这个内积也可以写成矩阵形式

〈x⃗, y⃗〉 = x⃗TAy⃗ =
[
x1 · · · xn

]

a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 an



y1
...
yn


例子 5.1.5. 设 V 是由有限闭区间 [a, b]上实连续函数构成的线性空间。对任意两个函数 f(x), g(x) ∈
V，我们定义它们的内积为

〈f, g〉 :=
ˆ b

a
f(x)g(x)dx

对称性和线性性显然满足。由

〈f, f〉 :=
ˆ b

a
f(x)2dx
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知

〈f, f〉 ≥ 0

且 〈f, f〉 = 0 当且仅当 f(x) = 0 是零函数，即 V 中的零向量。因此 〈·, ·〉 定义了函数空间 V

上的一个内积。这个内积空间是无穷维的。

5.1.2 Gram 矩阵

设 V 是 n 维实线性空间，我们如何具体来刻画 V 上的一个内积 〈·, ·〉？回顾对于一个线性
映射 f : V → V，我们具体描述 f 的方法是取 V 的一组基，根据 f 在基上的作用得到一个矩

阵，则这个矩阵完全刻画了 f 本身。我们可以用类似的想法来刻画一个内积。设

{α⃗1, α⃗2, · · · , α⃗n}

是 V 的一组基。考虑这些基向量之间的内积

定义 Gij := 〈α⃗i, α⃗j〉, i, j = 1, · · · , n

由此我们得到一个 n 阶方阵 G = (Gij)。

定义 5.1.6. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维欧几里得空间，{α⃗1, · · · , α⃗n} 为 V 的一组基。我们称 n 阶方阵

G =


〈α⃗1, α⃗1〉 〈α⃗1, α⃗2〉 · · · 〈α⃗1, α⃗n〉
〈α⃗2, α⃗1〉 〈α⃗2, α⃗2〉 · · · 〈α⃗2, α⃗n〉

· · · · · · · · · · · ·
〈α⃗n, α⃗1〉 〈α⃗n, α⃗2〉 · · · 〈α⃗n, α⃗n〉


为内积 〈·, ·〉 在基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的 Gram 矩阵。

我们下面说明内积的 Gram 矩阵完全刻画了内积本身，因此给出了内积的矩阵表达方法。
设 G = (Gij) 是内积 〈·, ·〉 在 V 的一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的 Gram 矩阵。对 V 中任意两

个向量 x⃗, y⃗，它们通过这组基的线性组合记为

x⃗ = x1α⃗1 + · · ·xnα⃗n

y⃗ = y1α⃗1 + · · · ynα⃗n

我们计算内积 〈x⃗, y⃗〉。利用内积的线性性

〈x⃗, y⃗〉 =〈
∑
i

xiα⃗i, y⃗〉 =
∑
i

xi〈α⃗i, y⃗〉

=
∑
i

xi〈α⃗i,
∑
j

yjα⃗j〉

=
∑
i,j

xiyj〈α⃗i, α⃗j〉

=
∑
i,j

xiyjGij
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写成矩阵的形式，即为

〈x⃗, y⃗〉 =
[
x1 · · · xn

]
G


y1
...
yn


这说明如果我们知道了基向量之间的内积（即 Gram 矩阵），则上述公式给出了任意两个向量之
间的内积。因此内积完全由其 Gram 矩阵确定。
我们下面讨论 Gram 矩阵的性质。首先，由内积的对称性

Gij = 〈α⃗i, α⃗j〉 = 〈α⃗j , α⃗i〉 = Gji

写成矩阵的形式

G = GT

即 G 是一个实对称矩阵。

其次，由内积的正定性，对任意向量 x⃗ =
∑
i
xiα⃗i

〈x⃗, x⃗〉 =
∑
i,j

Gijxixj ≥ 0

且等号成立当且仅当 x1 = · · · = xn = 0。

定义 5.1.7. 一个 n 阶实对称方阵 A 称为正定矩阵，如果对任意非零列向量 x⃗ ∈ Rn, 都有

xTAx > 0 即
n∑

i,j=1

Aijxixj > 0

因此 Gram 矩阵 G 是一个正定矩阵。反之，给定一个 n 阶正定矩阵 A，对 V 中任意两个

向量 x⃗ =
∑
i
xiα⃗i, y⃗ =

∑
i
yiα⃗i，我们定义

〈x⃗, y⃗〉A :=
n∑

i,j=1

Aijxiyj

容易验证 〈·, ·〉A 定义了 V 上的一个内积。因此在给定 V 的一组基的情况下，Gram 矩阵

内积 Gram⇐⇒ 正定矩阵

给出了内积和正定矩阵之间的一一对应。

5.1.3 长度与夹角

定义 5.1.8. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个欧几里得空间。V 中向量 x⃗ 的长度 (或范数) 定义为

‖x⃗‖ =
√

〈x, x〉

命题 5.1.9 (Cauchy-Schwarz 不等式). 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个欧几里得空间。则对任意 x⃗, y⃗ ∈ V

〈x⃗, y⃗〉2 ≤ 〈x⃗, x⃗〉〈y⃗, y⃗〉 即 |〈x⃗, y⃗〉| ≤ ‖x⃗‖‖y⃗‖

等号成立当且仅当 x⃗, y⃗ 线性相关。
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证明：不妨设 x⃗, y⃗ 均是非零向量。记 
a = 〈x⃗, x⃗〉 > 0

b = 〈x⃗, y⃗〉

c = 〈y⃗, y⃗〉 > 0

需证明 b2 ≤ ac。任取 λ ∈ R，考虑向量 β = λx⃗+ y⃗ 与自己的内积

〈β⃗, β⃗〉 =〈λx⃗+ y⃗, λx⃗+ y⃗〉

=λ2〈x⃗, x⃗〉+ λ〈x⃗, y⃗〉+ λ〈y⃗, x⃗〉+ 〈y⃗, y⃗〉

=aλ2 + 2bλ+ c

=a(λ+ b/a)2 +
ac− b2

a

由内积正定性，〈β⃗, β⃗〉 ≥ 0 对任意 λ ∈ R 成立。因此 b2 ≤ ac，即得命题不等式。等号成立

当且仅当存在 λ 使得 β⃗ = 0，即 x⃗, y⃗ 线性相关。

设 x⃗, y⃗ 是 V 中两个非零向量，由 Cauchy-Schwarz 不等式

−1 ≤ 〈x⃗, y⃗〉
‖x⃗‖‖y⃗‖

≤ 1

我们定义 x⃗, y⃗ 之间的夹角 θ ∈ [0, π] 为

cos θ = 〈x⃗, y⃗〉
‖x⃗‖‖y⃗‖

y⃗

x⃗

θ

〈x⃗, y⃗〉 = ‖x⃗‖‖y⃗‖ cos θ

定义 5.1.10. 如果向量 x⃗ 和 y⃗ 的夹角是 θ = π/2，即

〈x⃗, y⃗〉 = 0

我们称 x⃗ 和 y⃗ 是正交的，记为 x⃗ ⊥ y⃗。

命题 5.1.11 (三角不等式). 对内积空间中任意两个向量 x⃗, y⃗

‖x⃗+ y⃗‖ ≤ ‖x⃗‖+ ‖y⃗‖

证明：

‖x⃗+ y⃗‖2 =〈x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗〉

=〈x⃗, x⃗〉+ 2〈x⃗, y⃗〉+ 〈y⃗, y⃗〉

≤‖x⃗‖2 + 2‖x⃗‖‖y⃗‖+ ‖y⃗‖2

=(‖x⃗‖+ ‖y⃗‖)2
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命题 5.1.12 (平行四边形法则). 对内积空间中任意两个向量 x⃗, y⃗

‖x⃗+ y⃗‖2 + ‖x⃗− y⃗‖2 = 2‖x⃗‖2 + 2‖y⃗‖2

证明:

‖x⃗+ y⃗‖2 + ‖x⃗− y⃗‖2

=〈x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗〉+ 〈x⃗− y⃗, x⃗− y⃗〉

=〈x⃗, x⃗〉+ 2〈x⃗, y⃗〉+ 〈y⃗, y⃗〉+ 〈x⃗, x⃗〉 − 2〈x⃗, y⃗〉+ 〈y⃗, y⃗〉

=2‖x⃗‖2 + 2‖y⃗‖2

x⃗

y⃗

x⃗+ y⃗

x⃗− y⃗

‖x⃗+ y⃗‖2 + ‖x⃗− y⃗‖2 = 2‖x⃗‖2 + 2‖y⃗‖2

5.2 正交基与正交化

设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维欧几里得空间。这一节我们说明可以在 V 中找一组方便的基，使

得在这组基下 V 上的几何结构与 n 维标准欧几里得空间 Rn 一样。这样我们可以把对一般的 n

维欧几里得空间的讨论约化到标准欧几里得空间 Rn。

5.2.1 Gram–Schmidt 正交化

命题 5.2.1. 设 {α⃗1, · · · , α⃗m} 是欧几里得空间 V 中 m 个两两正交的非零向量，即

〈α⃗i, α⃗j〉 = 0 i 6= j, i, j = 1, · · · ,m

则 {α⃗1, · · · , α⃗m} 线性无关。

证明：设 β⃗ = c1α⃗1 + · · ·+ cmα⃗m = 0，则对 i = 1, · · · ,m

0 = 〈α⃗i, β〉 = ci〈α⃗i, α⃗i〉 =⇒ ci = 0

因此 {α⃗1, · · · , α⃗m} 线性无关。

这个命题说明，在 n 维欧几里得空间中两两正交的非零向量组最多包含 n 个向量。

定义 5.2.2. 欧几里得空间 V 的一组基如果由两两正交的向量构成，则称这组基为正交基。

138



下面这个命题给出了具体构造正交基的方法。

命题 5.2.3 (Gram–Schmidt 正交化). 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维欧几里得空间，{α⃗1, · · · , α⃗n} 是 V 的

一组基。则存在一组正交基 {β⃗1, · · · , β⃗n}，使得从基 {α⃗i} 到 {β⃗i} 的过渡矩阵 P 是上三角矩阵[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
P

证明：我们依次构造 β⃗1, · · · , β⃗n 使得对任意 k

Span{α⃗1, · · · , α⃗k} = Span{β⃗1, · · · , β⃗k}

首先对 k = 1，我们取 β⃗1 = α⃗1，显然满足

Span{α⃗1} = Span{β⃗1}

假设我们已构造了两两正交的 β⃗1, · · · , β⃗k−1 使得

Span{α⃗1, · · · , α⃗k−1} = Span{β⃗1, · · · , β⃗k−1}

我们下面构造 β⃗k = α⃗k+ c1β⃗1+ · · ·+ ck−1β⃗k−1 使得 β⃗k 与 β⃗1, · · · , β⃗k−1 正交，这里系数 ci 待定。

由归纳假设，向量 β⃗1, · · · , β⃗k−1 两两正交。对 i = 1, · · · , k − 1，要求正交性

〈β⃗i, β⃗k〉 =〈β⃗i, α⃗k + c1β⃗1 + · · ·+ ck−1β⃗k−1〉

=〈β⃗i, α⃗k〉+ ci〈β⃗i, β⃗i〉 = 0

可以解出系数

ci = −〈β⃗i, α⃗k〉
〈β⃗i, β⃗i〉

因此我们可以具体写下 β⃗k 为

β⃗k = α⃗k −
k−1∑
i=1

〈β⃗i, α⃗k〉
〈β⃗i, β⃗i〉

β⃗i

由构造，{β⃗1, · · · , β⃗k} 是两两正交的向量，且

Span{α⃗1, · · · , α⃗k−1, α⃗k} = Span{β⃗1, · · · , β⃗k−1, α⃗k} = Span{β⃗1, · · · , β⃗k−1, β⃗k}

由此我们依次构造了两两正交的向量 β⃗1, · · · , β⃗n 使得对任意的 k，

β⃗k ∈ Span{α⃗1, · · · , α⃗k}

写成矩阵的形式，

[
β⃗1 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 · · · α⃗n

]


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ∗
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即过渡矩阵是上三角矩阵。

命题证明中由欧几里得空间中的任一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 得到正交基 {β⃗1, · · · , β⃗n} 的过程

β⃗k = α⃗k −
k−1∑
i=1

〈β⃗i, α⃗k〉
〈β⃗i, β⃗i〉

β⃗i k = 1, · · · , n

称为 Gram–Schmidt 正交化。

定义 5.2.4. n 维欧几里得空间 V 的一组基 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 称为是标准正交基，如果它们两两正
交并且长度为 1

‖γ⃗i‖ = 1 i = 1, · · · , n

命题 5.2.5. n 维欧几里得空间 V 存在标准正交基。

证明：设 {α⃗1, · · · , α⃗n} 是 V 的任一组基。由 Gram–Schmidt 正交化，我们得到一组正交基
{β⃗1, · · · , β⃗n}。通过归一化定义

γ⃗i =
β⃗i

‖β⃗i‖
i = 1, · · · , n

则 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 是一组标准正交基。

设 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 是 V 的标准正交基，则其对应的 Gram 矩阵为

Gij = 〈γ⃗i, γ⃗j〉 = δij

即 G = In 是单位矩阵。对于任意两个向量 x⃗ =
n∑

i=1
xiγ⃗i 和 y⃗ =

n∑
i=1

yiγ⃗i，我们有

〈x⃗, y⃗〉 =
n∑

i=1

xiyi

因此在标准正交基展开的坐标下，向量的内积公式和标准欧几里得空间一样。

例子 5.2.6. 考虑标准欧几里得空间 R3 的一组基

α⃗1 =


1

1

1

 α⃗2 =


0

1

1

 α⃗3 =


0

0

1


这组基不是正交基。我们对这组基作 Gram-Schmidt 正交化。依次有

β⃗1 = α⃗1

β⃗2 = α⃗2 −
〈β⃗1, α⃗2〉
〈β⃗1, β⃗1〉

β⃗1 =


0

1

1

− 2

3


1

1

1

 =


−2/3

1/3

1/3
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β⃗3 =α⃗3 −
〈β⃗1, α⃗3〉
〈β⃗1, β⃗1〉

β⃗1 −
〈β⃗2, α⃗3〉
〈β⃗2, β⃗2〉

β⃗2

=


0

0

1

− 1

3


1

1

1

− 1/3

2/3


−2/3

1/3

1/3

 =


0

−1/2

1/2


进一步作归一化，我们得到标准正交基

γ⃗1 =


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 γ⃗2 =


−2/

√
6

1/
√
6

1/
√
6

 γ⃗3 =


0

−1/
√
2

1/
√
2


这组标准正交基与 R3 的标准基 {e⃗1, e⃗2, e⃗3} 是不一样的。这个例子也说明标准正交基并不唯一。

5.2.2 正交投影

定义 5.2.7. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维欧几里得空间，U ⊂ V 是线性子空间。我们定义 U 在 V

中的正交补空间为

U⊥ := {α⃗ ∈ V |〈α⃗, β⃗〉 = 0 对 U 中任意向量 β⃗ 成立}

即 α⃗ ∈ U⊥ 如果 α⃗ 与 U 中的任意向量都正交。

我们选 U 中的一组基 β⃗1, · · · , β⃗m，则 α⃗ ∈ U⊥ 当且仅当 α⃗ 与这组基向量正交

〈α⃗, β⃗i〉 = 0 i = 1, · · · ,m

如果上式满足，则对于 U 中的任意向量 β⃗，把它按照基做线性展开：β⃗ = a1β⃗1+ · · ·+amβ⃗m。则

〈α⃗, β⃗〉 = a1〈α⃗, β⃗1〉+ · · ·+ am〈α⃗, β⃗m〉 = 0

例子 5.2.8. R4 是 4 维标准欧几里得空间。考虑线性子空间

U1 = Span{e⃗1} U2 = Span{e⃗1, e⃗2}

则

U⊥
1 = Span{e⃗2, e⃗3, e⃗4} U⊥

2 = Span{e⃗3, e⃗4}

命题 5.2.9. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维欧几里得空间，U ⊂ V 是线性子空间。则我们有直和分解

V = U ⊕ U⊥

证明：将内积 〈·, ·〉 限制在 U 上，易知 (U, 〈·, ·〉) 是一个欧几里得空间。由命题5.2.5，我们取
β⃗1, · · · , β⃗m 为 U 的一组标准正交基。对 V 中任意向量 x⃗，定义

x⃗∥ := 〈x⃗, β⃗1〉β⃗1 + · · ·+ 〈x⃗, β⃗m〉β⃗m x⃗⊥ = x⃗− x⃗∥

则 x⃗∥ ∈ U 且

〈x⃗⊥, β⃗i〉 = 〈x⃗, β⃗i〉 − 〈x⃗∥, β⃗i〉 = 0 i = 1, · · · ,m
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即 x⃗⊥ ∈ U⊥。因此我们得到分解

x⃗ = x⃗∥ + x⃗⊥ x⃗∥ ∈ U, x⃗⊥ ∈ U⊥

由 x⃗ 的任意性，说明 V = U + U⊥。我们下面证明这个是直和。

假设有 β ∈ U, γ ∈ U⊥ 使得 β⃗ + γ⃗ = 0。则

〈β⃗, β⃗〉 = −〈β⃗, γ⃗〉 = 0 =⇒ β⃗ = 0

因此 β⃗ = γ⃗ = 0。这说明 V = U ⊕ U⊥。

定义 5.2.10. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维欧几里得空间，U ⊂ V 是线性子空间。任意向量 x⃗ ∈ V

可以唯一地分解为

x⃗ = x⃗∥ + x⃗⊥� 其中 x⃗∥ ∈ U, x⃗⊥ ∈ U⊥

称为 x⃗ 关于 U 的正交分解。线性映射

pU : V → U, x⃗→ x⃗∥

称为 V 向 U 的正交投影。

由上述命题的证明，如果取 β⃗1, · · · , β⃗m 为 U 的一组标准正交基，则正交投影 pU 为

pU (x⃗) = 〈x⃗, β⃗1〉β⃗1 + · · ·+ 〈x⃗, β⃗m〉β⃗m

U

x⃗

pU (x⃗)

例子 5.2.11. 考虑平面 R2 的由直线 L : {(x, y) ∈ R2|y = ax} 构成的一维子空间。考虑向量
u⃗ = (x0, y0) 向 L 的正交投影。

x

y

L : y = ax

(x0, y0)

pL(u⃗)

O

u⃗
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直线 L : {(x, y) ∈ R2|y = ax} 的标准正交基是一个 L 中的单位向量，可以选为

β⃗ =

(
1√

1 + a2
,

a√
1 + a2

)
因此 u⃗ 向 L 的正交投影为

pL(u⃗) = 〈u⃗, β⃗〉β⃗ =

(
x0 + ay0
1 + a2

,
(x0 + ay0)a

1 + a2

)
命题 5.2.12. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维欧几里得空间，U ⊂ V 是线性子空间，x⃗ 是 V 中向量。则

‖x⃗− pU (x⃗)‖ = min
y⃗∈U

‖x⃗− y⃗‖

即 pU (x⃗) 是 U 中与 x⃗ 的距离最短的向量。

证明：设 x⃗ = x⃗∥ + x⃗⊥ 是关于 U 的正交分解，即

pU (x⃗) = x⃗∥ ∈ U, x⃗⊥ ∈ U⊥

对任意 y⃗ ∈ U，x⃗∥ − y⃗ ∈ U 因此与 x⃗⊥ 正交。故

‖x⃗− y⃗‖2 =〈x⃗∥ + x⃗⊥ − y⃗, x⃗∥ + x⃗⊥ − y⃗〉

=〈x⃗∥ − y⃗, x⃗∥ − y⃗〉+ 2〈x⃗∥ − y⃗, x⃗⊥〉+ 〈x⃗⊥, x⃗⊥〉

=‖x⃗∥ − y⃗‖2 + ‖x⃗⊥‖2 ≥ ‖x⃗⊥‖2

等号当且仅当 y⃗ = x⃗∥ = pU (x⃗) 成立。

等价而言，如果向量 x⃗ 关于 U 的正交分解为

x⃗ = x⃗∥ + x⃗⊥

则 x⃗ 与 U 中向量间的最短距离为分量 x⃗⊥ 的长度

min
y⃗∈U

‖x⃗− y⃗‖ = ‖x⃗⊥‖

这个值也称为向量 x⃗ 与子空间 U 的距离。

5.3 正交方阵

5.3.1 正交变换与正交方阵

定义 5.3.1. 设 V 是一个欧几里得空间。线性变换 T : V → V 称为正交变换，如果对于任意向

量 x⃗ ∈ V，都有

‖T (x⃗)‖ = ‖x⃗‖

即正交变换保持向量的范数（长度）不变。

例子 5.3.2. R3 中的转动保持长度，是一个正交变换
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u⃗

T (u⃗)

例子 5.3.3. R3 中沿着过原点的平面作反射是一个正交变换

u⃗

T (u⃗)

我们在5.3.2节中将更详细地讨论转动和反射的性质。

命题 5.3.4. 欧几里得空间 V 上的线性变换 T : V → V 是一个正交变换当且仅当 T 保持内积

不变，即对 V 中的任意向量 x⃗, y⃗

〈T (x⃗), T (y⃗)〉 = 〈x⃗, y⃗〉

证明：若 T 保持内积，则由 〈T (x⃗), T (x⃗)〉 = 〈x⃗, x⃗〉 知 T 保长度，即为正交变换。

反之，假设 T 是正交变换，即保长度。由

〈x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗〉 = 〈x⃗, x⃗〉+ 〈y⃗, y⃗〉+ 2〈x⃗, y⃗〉

知 〈x⃗, y⃗〉 = 1
2‖x⃗+ y⃗‖2 − 1

2‖x⃗‖
2 − 1

2‖y⃗‖
2。因此

〈T (x⃗), T (y⃗)〉 =1

2
‖T (x⃗) + T (y⃗)‖2 − 1

2
‖T (x⃗)‖2 − 1

2
‖T (y⃗)‖2

=
1

2
‖T (x⃗+ y⃗)‖2 − 1

2
‖T (x⃗)‖2 − 1

2
‖T (y⃗)‖2

=
1

2
‖x⃗+ y⃗‖2 − 1

2
‖x⃗‖2 − 1

2
‖y⃗‖2 = 〈x⃗, y⃗〉

即 T 保持内积。

特别地，两个向量 x⃗, y⃗ 之间的夹角 θ ∈ [0, π] 为

cos θ = 〈x⃗, y⃗〉
‖x⃗‖‖y⃗‖

因此正交变换也保持向量间的夹角不变。

下面我们通过选一组基来刻画正交变换。欧几里得空间中比较好的一组基是标准正交基。
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命题 5.3.5. 设 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 是 n 维欧几里得空间 V 的一组标准正交基，T : V → V 是线性映

射。则 T 是正交变换当且仅当

{T (γ⃗1), · · · , T (γ⃗n)}

也是 V 的标准正交基。

证明：假设 T : V → V 是正交变换，则 T 保内积

〈T (γ⃗i), T (γ⃗j)〉 = 〈γ⃗i, γ⃗j〉 = δij

因此 {T (γ⃗1), · · · , T (γ⃗n)} 是一组标准正交基。
反之，假设 {T (γ⃗1), · · · , T (γ⃗n)} 是一组标准正交基。对任意向量 x⃗ ∈ V，按照基展开

x⃗ = x1γ⃗1 + · · ·+ xnγ⃗n

则

〈T (x⃗), T (x⃗)〉 =〈T (
∑
i

xiγ⃗i), T (
∑
j

xj γ⃗j)〉

=
∑
i,j

xixj〈T (γ⃗i), T (γ⃗j)〉

=
∑
i

x2i = 〈x⃗, x⃗〉

即 T 保长度，因此是正交变换。

这个命题说明正交变换给出了 V 中不同标准正交基之间的联系。设 T : V → V 是正交变

换，{γ⃗1, · · · , γ⃗n} 是标准正交基。我们考虑基变换的过渡矩阵[
T (γ⃗1) · · · T (γ⃗n)

]
=
[
γ⃗1 · · · γ⃗n

]
A

或写成分量的形式 T (γ⃗j) =
∑
k

akj γ⃗k。等价而言，A 即为 T 在标准基 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 下的表示矩

阵。代入计算内积

〈T (γ⃗i), T (γ⃗j)〉 =〈
∑
k

akiγ⃗k,
∑
l

alj γ⃗l〉

=
∑
k,l

akialj〈γ⃗k, γ⃗l〉

=
∑
k

akiakj

T 是正交变换等价于

〈T (γ⃗i), T (γ⃗j)〉 = δij

即 ∑
k

akiakj = δij

写成矩阵的形式，上式等价于

ATA = In
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定义 5.3.6. 一个 n 阶实矩阵 A 称为正交方阵，如果它满足

ATA = AAT = In

其中 AT 表示 A 的转置矩阵，In 表示 n 阶单位矩阵。所有实正交矩阵组成的集合记为 O(n)。

A 是正交方阵的一个等价写法是

AT = A−1

即 A 可逆且 A 的逆是它的转置。由上述讨论，我们证明了如下命题

命题 5.3.7. 设 T : V → V 是 n 维欧几里得空间 V 的线性变换。则 T 是正交变换当且仅当

T 在 V 的一组标准正交基下的表示矩阵 A 是 n 阶正交方阵。

设 A ∈ O(n) 是 n 阶正交方阵。记 A 的列向量为 {β⃗1, · · · , β⃗n}，即

A =
[
β⃗1 · · · β⃗n

]
AT =


β⃗T1
...
β⃗Tn


则

ATA =


β⃗T1 β⃗1 β⃗T1 β⃗2 · · · β⃗T1 β⃗n

β⃗T2 β⃗1 β⃗T2 β⃗2 · · · β⃗T2 β⃗n

· · · · · · · · · · · ·
β⃗Tn β⃗1 β⃗Tn β⃗2 · · · β⃗Tn β⃗n


因此 ATA = In 等价于

β⃗Ti β⃗j = 〈β⃗i, β⃗j〉 = δij

即 {β⃗1, · · · , β⃗n} 是标准欧几里得空间 Rn 的标准正交基。

类似的，我们把 A 的行向量记为 {α⃗1, · · · , α⃗n}，即

A =


α⃗1

...
α⃗n

 AT =
[
α⃗T
1 · · · α⃗T

n

]

则 AAT = In 等价于行向量 {α⃗1, · · · , α⃗n} 是标准欧几里得空间 Rn 的标准正交基。

由此我们证明了如下命题

命题 5.3.8. 设 A 是 n 阶实方阵，则如下条件等价：

1. A 是正交方阵

2. A 的列向量构成 Rn 的标准正交基

3. A 的行向量构成 Rn 的标准正交基
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例子 5.3.9. 由 R3 的一组基

α⃗1 =


1

1

1

 α⃗2 =


0

1

1

 α⃗3 =


0

0

1


做 Gram-Schmidt 正交化和归一化（见例5.2.6），得到标准正交基

γ⃗1 =


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 γ⃗2 =


−2/

√
6

1/
√
6

1/
√
6

 γ⃗3 =


0

−1/
√
2

1/
√
2


因此我们得到如下 3 阶正交方阵 

1/
√
3 −2/

√
6 0

1/
√
3 1/

√
6 −1/

√
2

1/
√
3 1/

√
6 1/

√
2


命题 5.3.10. 设 A,B 是 n 阶正交方阵，则 A−1(= AT ), AB 均为 n 阶正交方阵。我们说 O(n)

构成一个群，称为 n 阶正交群。

证明：AAT = ATA = In 知 AT ∈ O(n)，即 A−1 ∈ O(n)。由

(AB)T (AB) = BTATAB = BTB = In

知 AB ∈ O(n)。

设 A ∈ O(n) 是 n 阶正交方阵。由

ATA = In

两边取行列式得

det(AT ) det(A) = 1 即 (detA)2 = 1

因此

detA = ±1

定义 5.3.11. n 阶方阵 A 称为特殊正交方阵，如果 A 是正交方阵并且 detA = 1。所有 n 阶特

殊正交方阵构成的集合记为 SO(n)，即

SO(n) = {A ∈ O(n)| detA = 1}

SO(n) 也构成一个群，称为 n 阶特殊正交群。
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5.3.2 反射与旋转

例子 5.3.12 (反射变换). 设 u⃗ ∈ Rn 是非零向量。考虑

H = {y⃗ ∈ Rn| 〈y⃗, u⃗〉 = 0}

为所有与 u⃗ 垂直的向量构成的集合。H 可以看作是 Rn 中的一个 n− 1 维超平面，u⃗ 是 H 的

法向量。我们考虑 Rn 中关于 H 的反射变换 Ru⃗。具体而言

Ru⃗(x⃗) = x⃗− 2
〈u⃗, x⃗〉
〈u⃗, u⃗〉

u⃗

可以验证，Ru⃗ 是一个线性变换，将 u⃗ 变为 −u⃗，并且保持超平面 H 不动。易知这是一个等距

变换，对应于一个正交矩阵。

为简化讨论，不妨设 u⃗ 为单位向量，即 〈u⃗, u⃗〉 = 1。容易验证，此时 Ru⃗ 对应的正交矩阵为

In − 2


u1

u2
...
un


[
u1 u2 · · · un

]
=


1− 2u1u1 −2u1u2 · · · −2u1un

−2u2u1 1− 2u2u2 · · · −2u2un
... · · · · · ·

...
−2unu1 −2unu2 · · · 1− 2unun


特别的，如果 u⃗ = e⃗i 为第 i 个坐标方向的单位向量，则

Re⃗i =



1 0 · · · · · · · · · 0

0 1 · · · · · · · · · 0
... · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · −1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · 1


其中第 i 行 i 列的元素为 −1，其它对角元为 1。

反射的行列式是 −1，即

detRu⃗ = −1

例子 5.3.13 (2 维正交变换). 考虑平面 R2 中的正交变换。设

A =

[
a b

c d

]
∈ O(2)

由

ATA =

[
a c

b d

][
a b

c d

]
=

[
a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

]
我们得到方程组

a2 + c2 = b2 + d2 = 1 , ab+ cd = 0

第一组方程的解为

(a, c) = (cos θ, sin θ) , (b, d) = (sinϕ, cosϕ)
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代入第二组方程，我们得到 sin(θ + ϕ) = 0，即 ϕ = −θ 或 −θ + π。所以我们得到解

A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
或

A =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
1 0

0 −1

]
.

容易看出，前者属于 SO(2)，表示为逆时针转 θ 的旋转；后者 detA = −1，表示为与 x 轴

夹角为 θ/2 的直线的反射。由矩阵的行列式我们很容易知道两个平面反射的复合为一个旋转。

5.3.3 Cartan–Dieudonné 定理

我们首先考虑 R3 中的正交变换。O(3) 中的元素可以分类为如下三种

1. 绕某个轴的转动。如 
cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


为绕 z-轴逆时针旋转 θ。

2. 关于某个平面的反射。如 
1 0 0

0 1 0

0 0 −1


为关于 xy 平面的反射。

3. 一个绕轴的转动和一个与旋转轴垂直平面的反射的复合。如
cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 −1


为绕 z-轴转动和 xy-平面反射的复合。

这三种分类可以通过如下的几何结论得到。

命题 5.3.14. O(3) 中任一元素可以写成至多 3 个反射的乘积。

证明：设 A ∈ O(3)。不妨设 A 6= In，于是存在非零向量 x⃗ 使得 A(x⃗) 6= x⃗。我们不妨设 x⃗ = e⃗3

为第 3 个标准基向量。令 u⃗ = Ae⃗3 − e⃗3。考虑沿与 u⃗ 垂直平面的反射 Ru⃗，易知

Ru⃗(Ae⃗3) = e⃗3

考虑乘积 B = Ru⃗A。由于 B(e⃗3) = e⃗3，B 形如

B =


∗ ∗ 0

∗ ∗ 0

∗ ∗ 1
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由正交性 BTB = I3 可以得到

B =


b11 b12 0

b21 b22 0

0 0 1

 ,
[
b11 b12

b21 b22

]
∈ O(2)

由例5.3.13，我们已知 O(2) 中的元素可以写成不超过两个反射的乘积，于是 B 可以写成不

超过两个反射的乘积。因此 A = R−1
u⃗ B 可以写成不超过 3 个反射的乘积。

定理 5.3.15 (Cartan–Dieudonné 定理). Rn 上任意正交变换都可以写成至多 n 个反射的复合。

这个定理可以通过对 n 做归纳证明，证明方法和上述 n = 3 的情况类似。

5.4 正交相似与奇异值分解

5.4.1 正交相似

定义 5.4.1. 设 A 和 B 是两个 n 阶实方阵。如果存在一个 n 阶正交矩阵 Q，使得

B = QAQ−1

则称矩阵 A 和 B 正交相似。由于 Q 是正交方阵，此时也可以写成 B = QAQT。

正交相似是比相似更强的关系。如果两个矩阵正交相似，则它们一定相似；但反之则不一

定成立。

例子 5.4.2. 考虑如下两个矩阵

A =

[
1 0

0 2

]
B =

[
1 1

0 2

]

由于 B 有两个不同的特征值 1, 2，B 可以对角化为 A，因此 A 与 B 相似。

然而 A 与 B 不是正交相似的。假如存在正交方阵 Q 使得 B = QAQ−1。由 Q 是正交方

阵，Q−1 = QT，我们也可以写成 B = QAQT。因此

BT = (QAQT )T = QATQT = QAQT = B

由此得出 B 是对称方阵，矛盾。

命题 5.4.3. 设 A 是 n 阶实方阵，且所有特征值均为实数。则 A 正交相似于一个上三角方阵。

证明：我们对 n 作归纳。设 λ1 是 A 的一个特征值。由假设 λ1 ∈ R，设 β⃗1 ∈ Rn 是属于 λ1 的

一个特征向量。不妨设 ‖β⃗1‖ = 1。通过 Gram-Schmidts 正交化，我们可以把 β⃗1 延拓为 Rn 的

一组标准正交基 {β⃗1, · · · , β⃗n}。把这组列向量组成 n 阶方阵

P =
[
β⃗1 · · · β⃗n

]
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由于 {β⃗1, · · · , · · · , β⃗n} 是标准正交基，P 是正交方阵。由 β⃗1 是特征向量，有

AP = P

[
λ1 ∗
0 B

]

这里 B 是 n− 1 阶方阵。由于 A 与

[
λ1 ∗
0 B

]
相似，B 的特征值均为 A 的特征值故为实数。由

归纳假设，存在 n− 1 阶正交方阵 Q 使得

B = Q


λ2 ∗ · · · ∗
0 λ3 · · · ∗
0 · · · · · · ∗
0 · · · 0 λn

Q−1

因此

A = P

[
1 0

0 Q

]
λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
0 · · · · · · ∗
0 · · · 0 λn


[
1 0

0 Q−1

]
P−1

P

[
1 0

0 Q

]
是正交方阵，由归纳知命题成立。

5.4.2 实对称方阵

命题 5.4.4. 设 A 是实对称方阵，即 A = AT。则 A 的特征值都是实数。

证明：设 λ0 是 A 的特征值。设复列向量 β⃗ ∈ Cn 是属于 λ0 的特征向量，即 Aβ⃗ = λ0β⃗。设

β⃗ =


z1

· · ·
zn


则特征向量说明 ∑

j

Aijzj = λ0zi

两边乘以 z̄i 相加，得到 ∑
ij

Aij z̄izj = λ0
∑
i

|zi|2

由于 A 是对称实方阵，Aij = Aji∑
ij

Aij z̄izj =
∑
ij

Aijziz̄j =
∑
ij

Ajiz̄jzi

因此
∑
ij
Aij z̄izj 是实数。故 λ0 =

∑
ij

Aij z̄izj∑
i
|zi|2 是实数。

命题 5.4.5. 设 A 是实对称方阵，则 A 正交相似于对角阵。
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证明：由命题5.4.4知 A 的特征值均为实数。由命题5.4.3知存在正交方阵 P 使得 B = PAP−1

是上三角方阵。由

BT = (PAP−1)T = (PAP T )T = PATP T = PAP T = B

知 B 也是对称方阵，因此 B 是对角方阵。

命题 5.4.6. 实对称方阵 A 是正定方阵当且仅当 A 的每个特征值均大于零。

证明：由 A 是实对称方阵，存在正交方阵 P 使得

A = P−1


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

P
这里 λ1, · · · , λn 为 A 的所有特征值。对任意向量 x⃗ ∈ Rn，令 y⃗ = Px⃗。则

x⃗TAx⃗ = y⃗TPAP−1y⃗ = y⃗T


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

 y⃗ =
n∑

i=1

λiy
2
i

由此易知 x⃗TAx⃗ > 0 对任意非零向量 x⃗ 成立当且仅当每个特征值 λi > 0。

定义 5.4.7. 一个 n 阶实对称方阵 A 称为半正定矩阵, 如果对任意列向量 x⃗ ∈ Rn, 都有

x⃗TAx⃗ ≥ 0 即
n∑

i,j=1

Aijxixj ≥ 0

类似的方法可以证明

命题 5.4.8. 实对称方阵 A 是半正定方阵当且仅当 A 的每个特征值均非负。

命题 5.4.9. 设 A 是 n 阶半正定对称方阵。则存在唯一的半正定对称方阵 B 使得 A = B2。

证明：设 A 的特征值为 λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0。存在正交方阵 P 使得

A = P−1


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

P
取

B = P−1


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0

√
λn

P
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则 B 是半正定对称方阵且 B2 = A 成立。下证唯一性。

假设有两个半正定对称方阵 B, B̃ 使得

B2 = B̃2 = A

设 B 和 B̃ 的特征值分别为 µ1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0 和 µ̃1 ≥ · · · ≥ µ̃n ≥ 0。存在正交方阵 P, P̃ 使得

B = P−1


µ1 0 · · · 0

0 µ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 µn

P B̃ = P̃−1


µ̃1 0 · · · 0

0 µ̃2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 µ̃n

 P̃
因此 B2 = A 的特征值为 µ21 ≥ · · · ≥ µ2n ≥ 0，故 µi =

√
λi。同理 µ̃i =

√
λi，即 B 与 B̃ 的

特征值相同。由 B2 = B̃2 = A 知

P−1


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

P = P̃−1


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

 P̃
令 Q = P̃P−1，其为正交方阵。则

Q


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

 =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn

Q
这个等式写成矩阵元 Q = (Qij) 的形式为

Qij(λi − λj) = 0 i, j = 1, · · · , n

无论对 λi 是否等于 λj，我们均有

Qij(
√
λi −

√
λj) = 0 i, j = 1, · · · , n

转化为矩阵形式，我们得到

Q


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0

√
λn

 =


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0

√
λn

Q
带回 Q = P̃P−1，即得

B = P−1


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0

√
λn

P = P̃−1


√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0

√
λn

 P̃ = B̃
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由命题5.4.9知对于半正定对称方阵 A，我们有唯一确定的半正定对称方阵 B 使得 B2 = A

成立。我们把这个半正定对称方阵记作
√
A，其满足

(
√
A)2 = A

√
A 称为 A 的平方根。类似的方法可以证明，存在唯一的开 k 次方的半正定对称方阵 k

√
A。

5.4.3 奇异值分解

设 A 是 m× n 实矩阵。考虑 n 阶矩阵 ATA。对于任意 x⃗ ∈ Rn

x⃗T (ATA)x⃗ = (Ax⃗)T (Ax⃗) ≥ 0

因此 ATA 是 n 阶半正定对称方阵。同理，AAT 是 m 阶半正定对称方阵。

由第三章习题 9 知

λm det(λIn −ATA) = λn det(λIm −AAT )

这说明 ATA 和 AAT 具有相同的非零特征值。

定义 5.4.10. 设 A 是 m× n 实矩阵。则 n 阶半正定对称方阵 ATA（或 AAT）的非零特征值

的平方根称为 A 的奇异值。

设 ATA 的所有非零特征值为 µ1, · · · , µr，则 A 的所有奇异值为 √
µ1, · · · ,

√
µr。

命题 5.4.11. 设 A 是 n 阶实对称方阵。则 A 的所有奇异值为所有非零特征值的绝对值。

证明：设 A 的所有特征值为 λ1, · · · , λn。由命题5.4.5知 A 可对角化。由此易知 ATA = A2 的

特征值为 λ21, · · · , λ2n。由此即得命题。

例子 5.4.12. 考虑方阵 A =

[
1 1

0 1

]
。

ATA =

[
1 0

1 1

][
1 1

0 1

]
=

[
1 1

1 2

]

ATA 的特征多项式为

∣∣∣∣∣λ− 1 −1

−1 λ− 2

∣∣∣∣∣ = λ2 − 3λ + 1，解得 ATA 的两个特征值为 3±
√
5

2 。故 A

有两个奇异值 √
3±

√
5

2

而 A 的两个特征值均为 1。因此当方阵 A 不对称时候，奇异值和特征值的绝对值并不一样。

154



定理 5.4.13 (奇异值分解). 设 σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 是 m× n 阶实矩阵 A 的所有奇异值。则存在

m 阶正交方阵 U 和 n 阶正交方阵 V 使得 A = UΣV T，其中

Σ =




σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σr

 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)


这里 0k×l 表示 k × l 的零矩阵。

证明：由奇异值的定义，存在 n 阶正交方阵 V 使得

V TATAV = diag(σ21, · · · , σ2r , 0, · · · , 0)

把 AV =
[
α⃗1 · · · α⃗n

]
写成 Rm 中列向量，则

V TATAV = (AV )T (AV ) =


α⃗T
1
...
α⃗T
n

[α⃗1 · · · α⃗n

]
=


α⃗T
1 α⃗1 · · · α⃗T

1 α⃗n

· · · · · · · · ·
α⃗T
n α⃗1 · · · α⃗T

n α⃗n


对 i > r，我们有

α⃗T
i α⃗i = 0 =⇒ α⃗i = 0

对 1 ≤ i, j ≤ r，

α⃗T
i α⃗j = δijσ

2
i

记 β⃗1 = σ−1
1 α⃗1, · · · , β⃗r = σ−1

r α⃗r。则 {β⃗i} 两两正交且长度均为 1。我们把它们扩展为 Rm

中的一组标准正交基 {β⃗1, · · · , β⃗r, β⃗r+1, · · · , β⃗m}。则

AV =
[
α⃗1 · · · α⃗r 0 · · · 0

]
=
[
σ1β⃗1 · · · σrβ⃗r 0 · · · 0

]

=
[
β⃗1 · · · β⃗r β⃗r+1 · · · β⃗m

]



σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σr

 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)


令 U =

[
β⃗1 · · · β⃗r β⃗r+1 · · · β⃗m

]
，则 U 是 m 阶正交方阵。上述等式即得奇异值分解。

5.5 一些例子

5.5.1 QR 分解

命题 5.5.1 (可逆方阵的 QR 分解). 设 A 是 n 阶可逆方阵，则存在唯一的分解

A = QR
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其中 Q 是 n 阶正交方阵，R 是对角元都是正数的上三角矩阵。

证明：记 A 的列向量为 A =
[
α⃗1 · · · α⃗n

]
。由 Gram-Schmidt 正交化和归一化的过程，我们

得到一个对角元都是正数的上三角矩阵 R 使得[
α⃗1 · · · α⃗n

]
=
[
β⃗1 · · · β⃗n

]
R

这里 {β⃗1, · · · , β⃗n} 是标准正交基。记 Q =
[
β⃗1 · · · β⃗n

]
，则 Q 是正交方阵且 A = QR。

下证唯一性。假设有 Q1R1 = Q2R2，这里 Q1, Q2 是正交阵，R1, R2 是对角元都是正数的

上三角矩阵。则 R1R
−1
2 = Q−1

1 Q2 是正交阵并且是对角元都是正数的上三角矩阵

R1R
−1
2 =


a11 ∗ · · · ∗
0 a22 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ann

 aii > 0

由列向量的标准正交性易知 R1R
−1
2 只能是对角阵，且 aii = 1。即 R1R

−1
2 = In。由此得

R1 = R2, Q1 = Q2。

QR 分解有很多应用。比如考虑线性方程组

Ax⃗ = b⃗

这里 A 是可逆矩阵。我们知道它有唯一解 x⃗ = A−1⃗b。在实际应用中计算矩阵的逆 A−1 通常很

复杂。如果我们有矩阵的 QR 分解 A = QR，则上述方程等价于

Rx⃗ = QT b⃗

此时 R 是上三角方阵，方程很容易求解。

更一般的，QR 分解可以推广到任意长方形矩阵。

命题 5.5.2 (QR 分解). 设 A 是 m× n 实矩阵，这里 m ≥ n。则存在 m 阶正交阵 Q 和 m× n

矩阵 R =

[
R1

0

]
，其中 R1 是对角元非负的 n 阶上三角矩阵，使得

A = QR

这也可以通过 Gram-Schmidt 正交化证明，具体细节留作练习。

5.5.2 最小二乘法

最小二乘法（Least Squares Method）是一种优化方法，用于拟合数据点并找到最佳的拟合
曲线。其基本目标是通过最小化拟合曲线与数据点之间的误差平方和来找到最佳的参数。
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t

y

例如我们有一组数据 (ti, yi) 如图，希望用一个线性函数 y = at+ b 来拟合这组数据。即目

标是找到 a, b 使得 
t1 1

t2 1
...

...
tn 1


[
a

b

]
=


y1

y2
...
yn


我们把待求的拟合参数记作未知变量 x⃗ =

[
a

b

]
，则上述关系变成求解线性方程组 Ax⃗ = y⃗。

然而实际上数据不可能严格落在一条直线上，因此这个线性方程组是没有解的。退而求其

次，我们可以寻找 x⃗ 使得如下的平方误差最小

min
x⃗

‖Ax⃗− y⃗‖2 或 min
x⃗

‖Ax⃗− y⃗‖

从而拟合出一条相对比较符合原始数据的直线。

一般地，给定 m× n 实矩阵 A 和向量 y⃗ ∈ Rm，求解

min
x⃗∈Rn

‖Ax⃗− y⃗‖

这一问题称为最小二乘问题。这个问题的解 x⃗ 称为线性方程组 Ax⃗ = y⃗ 的最小二乘解。

当然如果线性方阵组 Ax⃗ = y⃗ 本身有解的话，那么它的解自然是最小二乘解。这个问题的

核心是处理线性方阵组 Ax⃗ = y⃗ 没有解的情况。从几何上看，矩阵 A 定义了一个线性映射

A : Rn → Rm

令 W ⊂ Rm 是这个映射的象，即所有形如 Ax⃗ 的向量构成的集合。W 是 Rm 的一个线性子空

间。由命题5.2.12我们知道
min
x⃗∈Rn

‖Ax⃗− y⃗‖ = ‖y⃗ − pW (y⃗)‖

这里 pW (y⃗) 是 y⃗ 向 W 的正交投影。因此最小二乘问题的解即为线性方程组

Ax⃗ = pW (y⃗)

的解。由 pW (y⃗) ∈W，这个线性方程组的解存在，其通解的自由参数个数是 n− rankA。

命题 5.5.3. x⃗ 是线性方程组 Ax⃗ = y⃗ 的最小二乘解当且仅当

ATAx⃗ = AT y⃗
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证明：对任意的向量 z⃗ ∈ Rn, c⃗ ∈ Rm，我们有

〈Az⃗, c⃗〉 = (Az⃗)T c⃗ = z⃗TAT c⃗

故 c⃗ ∈W⊥ 当且仅当 〈Az⃗, c⃗〉 = z⃗TAT c⃗ = 0 对所有 z⃗ 成立，即等价于 AT c⃗ = 0。

x⃗ 是最小二乘解当且仅当 Ax⃗ = pW (y⃗)，即

Ax⃗− y⃗ ∈W⊥

由上述讨论这等价于

AT (Ax⃗− y⃗) = 0 即 ATAx⃗ = AT y⃗

注记. 我们也可以通过微积分的方法来证明这个结论。考虑 n 个变量的函数

f(x⃗) = ‖Ax⃗− y⃗‖2

最小二乘解即为函数 f 的最小值。另一方面，

f(x⃗) = (Ax⃗− y⃗)T (Ax⃗− y⃗) = x⃗TATAx⃗− 2x⃗TAT y⃗ + y⃗T y⃗

由于 ATA 半正定，这是一个凸函数，最小值即为 f 的极值。求解极值方程

∂f

∂xi
= 0 即得 ATAx⃗ = AT y⃗

由上述命题，我们可以得到如下求解最小二乘问题的算法。不妨设 A 的列向量是线性无关

的，此时最小二乘法的解是唯一的。设 A 的 QR 分解为

A = QR = Q

[
R1

0

]
=
[
Q1 Q2

] [R1

0

]

由假设，R1 是可逆 n 阶上三角矩阵。代入最小二乘解的方程 ATAx⃗ = AT y⃗，我们得到

RT
1R1x⃗ =

[
RT

1 0
] [QT

1

QT
2

]
y⃗ = RT

1Q
T
1 y⃗

即

R1x⃗ = QT
1 y⃗

由于 R1 是上三角方阵，这个方程组很容易求解。

5.5.3 广义逆

矩阵的广义逆是一种对矩阵的“逆”这个概念的推广。广义逆在矩阵不可逆或者矩阵不是

方阵的情况下，提供了一种类似逆矩阵的替代方法，广泛应用于求解线性方程组。

定义 5.5.4. 设 A 是 m× n 矩阵。如果 n×m 矩阵 X 满足

AXA = A

则称 X 为 A 的一个广义逆。
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矩阵的广义逆总是存在的，而且并不唯一。我们用符号 A− 来表示 A 的一个广义逆。我们

考虑实矩阵的情况。对 A 作奇异值分解

A = UΣV T

这里 U 是 m 阶正交阵，V 是 n 阶正交阵。则

(UΣV T )X(UΣV T ) = UΣV T 即 ΣV TXUΣ = Σ

代入 Σ =

[
Σr 0

0 0

]
，这里 Σr = diag(σ1, · · · , σr)

[
Σr 0

0 0

]
V TXU

[
Σr 0

0 0

]
=

[
Σr 0

0 0

]
得到 X 的通解为

V TXU =

[
Σ−1
r ∗
∗ ∗

]
即 X = V

[
Σ−1
r ∗
∗ ∗

]
UT

因此对于 m× n 矩阵

A = U

[
Σr 0

0 0

]
V T

它的广义逆的一般形式为 m× n 矩阵

A− = V

[
Σ−1
r ∗
∗ ∗

]
UT

这里 ∗ 是任意数。这里面有一个特别的广义逆

V

[
Σ−1
r 0

0 0

]
UT

称为 Moore–Penrose 逆。我们将在5.8.2详细讨论 Moore–Penrose 逆的刻画和性质。

命题 5.5.5. 线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 有解的充分必要条件是

b⃗ = AA−b⃗

这里 A− 是 A 的任意一个广义逆。此时 A−b⃗ 是方程的一个特解。

证明：假设 x⃗0 是线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 的解，则

b⃗ = Ax⃗0 = AA−Ax⃗0 = AA−b⃗

反之，假设 b⃗ = AA−b⃗ 成立。令 x⃗0 = A−b⃗，则

Ax⃗0 = AA−b⃗ = b⃗ 成立

我们知道，对于 n 阶可逆方阵 A，线性方阵组 Ax⃗ = b⃗ 具有唯一解

x⃗ = A−1⃗b

对于一般的 m× n 矩阵 A，广义逆给出了类似的公式：假设方阵组 Ax⃗ = b⃗ 有解，则 x⃗ = A−b⃗

给出了一个具体的解。
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命题 5.5.6. A 是 m× n 矩阵，A− 是 A 的某个取定的广义逆。则齐次线性方程组 Ax⃗ = 0 的

通解为

x⃗ = (In −A−A)z⃗

这里 z⃗ 是任意 n 维列向量。特别地，如果线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 有解，则它的通解为

x⃗ = A−b⃗+ (In −A−A)z⃗

证明：由

A(In −A−A)z⃗ = (A−AA−A)z⃗ = 0

知对任意 z⃗，(In −A−A)z⃗ 是齐次方程组的解。

设 x⃗0 是齐次线性方程组 Ax⃗ = 0 的任意一个解，即 Ax⃗0 = 0。取 z⃗ = x⃗0，则

x⃗0 = (In −A−A)x⃗0 = (In −A−A)z⃗

即 x⃗0 可以表达为命题要求形式。

如果线性方程组 Ax⃗ = b⃗ 无解，我们可以考虑它的最小二乘问题。设 A 的奇异值分解

A = U

[
Σr 0

0 0

]
V T

我们考虑一个特殊的广义逆（即 Moore–Penrose 逆）

A− = V

[
Σ−1
r 0

0 0

]
UT

这个广义逆满足

ATAA− =V

[
Σr 0

0 0

]
UTU

[
Σr 0

0 0

]
V TV

[
Σ−1
r 0

0 0

]
UT

=V

[
Σr 0

0 0

]
UT = AT

即 AT (Im −AA−) = 0。考虑 x⃗0 = A−b⃗。对任意向量 y⃗ ∈ Rn

〈Ay⃗, b⃗−Ax⃗0〉 = y⃗TAT (Im −AA−)⃗b = 0

因此 Ax⃗0 即为 b⃗ 向 A 的像的投影。故 x⃗0 = A−b⃗ 给出了一个最小二乘解。在5.8.2节中，我们将
说明在复线性空间中也有类似的结论。

5.5.4 矩阵的谱范数

定义 5.5.7. 设 A 是 m× n 实矩阵，其谱范数 ‖A‖ 定义为：

‖A‖ = max
x⃗ ̸=0

‖Ax⃗‖
‖x⃗‖

= max
∥x⃗∥=1

‖Ax⃗‖

其中，‖Ax⃗‖ 是 Rm 中向量 Ax⃗ 的欧几里得范数，‖x⃗‖ 是 Rn 中向量 x⃗ 的欧几里得范数。
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命题 5.5.8. 矩阵的谱范数满足如下基本性质：

1. 非负性：‖A‖ ≥ 0, 且 ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0

2. 齐次性：对任意 α ∈ R，‖αA‖ = |α|‖A‖

3. 三角不等式：‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

4. 乘积性质：‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

5. 若 U, V 是正交方阵，则 ‖UAV T ‖ = ‖A‖

证明：我们证明最后一条性质，其他留作练习。由于正交方阵保持欧几里得范数，我们有

‖UAV T ‖ = max
x⃗ ̸=0

‖UAV T x⃗‖
‖x⃗‖

= max
x⃗ ̸=0

‖AV T x⃗‖
‖V T x⃗‖

y⃗=V T x⃗
= max

y⃗ ̸=0

‖Ay⃗‖
‖y⃗‖

= ‖A‖

命题 5.5.9. 矩阵的谱范数 ‖A‖ 等于 A 的最大奇异值。

证明：设 A 的奇异值分解为 A = UΣV T，则 ‖A‖ = ‖Σ‖。由

Σ =




σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σr

 0

0 0


得知

‖Σ‖ = max
x⃗ ̸=0

‖Σx⃗‖
‖x⃗‖

= max
x⃗ ̸=0

√
σ21x

2
1 + · · ·+ σ2rx

2
r√

x21 + · · ·+ x2n
= max

1≤i≤r
σi

这个命题给出了最大奇异值的几何解释，即线性映射

A : Rn → Rm

把向量长度伸缩最大的倍数。我们下面说明，其他奇异值均有类似的几何解释。

例子 5.5.10. 考虑一个 n 阶实对称方阵 S。由命题5.4.5，存在一组标准正交基 β⃗1, · · · , β⃗n 使得
每个 β⃗i 都是 S 的特征向量。不妨设其对应的特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn。

对任意向量 x⃗ ∈ Rn，在这组基下的线性表达为

x⃗ = c1β⃗1 + · · ·+ cnβ⃗n

由此可得
x⃗TSx⃗

x⃗T x⃗
=
λ1c

2
1 + · · ·+ λnc

2
n

c21 + · · ·+ c2n
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易知

λ1 = max
x⃗ ̸=0

x⃗TSx⃗

x⃗T x⃗

类似的，我们有

λi = max
x⃗ ̸=0

x⃗∈Span{β⃗i,··· ,β⃗n}

x⃗TSx⃗

x⃗T x⃗
= max

x⃗ ̸=0

x⃗∈Span{β⃗1,··· ,β⃗i−1}⊥

x⃗TSx⃗

x⃗T x⃗

设 A 是 m× n 实矩阵。我们把上述例子中的方法应用到半正定实对称方阵 S = ATA。设

A 的奇异值为 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0，即 ATA 的非零特征值为 σ21 ≥ σ22 ≥ · · · ≥ σ2r。设

β⃗1, · · · , β⃗r 是 Rn 的标准正交基并且构成 ATA 的特征向量

ATAβ⃗i =

σ2i β⃗i 1 ≤ i ≤ r

0 i > r

则我们有

σ1 =

√
max
x⃗ ̸=0

x⃗TATAx⃗

x⃗T x⃗
= max

x⃗ ̸=0

‖Ax⃗‖
‖x⃗‖

并且 β⃗1 达到这个最大值

σ1 =
‖Aβ⃗1‖
‖β⃗1‖

然后考虑 β⃗1 的正交补空间，得到次大的奇异值

σ2 =

√√√√ max
x⃗ ̸=0

x⃗∈Span{β⃗1}⊥

x⃗TATAx⃗

x⃗T x⃗
= max

x⃗ ̸=0

x⃗∈Span{β⃗1}⊥

‖Ax⃗‖
‖x⃗‖

这样我们依次得到第 i 个奇异值的几何解释

σi = max
x⃗ ̸=0

x⃗∈Span{β⃗1,··· ,β⃗i−1}⊥

‖Ax⃗‖
‖x⃗‖

σ1

σ2 λ1

λ2

图 5.1: 蓝色和绿色表示奇异值方向，黑色表示特征值方向
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5.5.5 矩阵极限

矩阵的谱范数给出了一个描述矩阵之间“距离”的方法。

定义 5.5.11. 我们称一组 m× n 矩阵 Ak 收敛于 m× n 矩阵 B，如果

lim
k→∞

‖Ak −B‖ = 0

此时我们记

lim
k→∞

Ak = B

命题 5.5.12. 设 A = (aij) 是 m× n 实矩阵。则

max
i,j

|aij | ≤ ‖A‖ ≤
∑
i,j

|aij |

证明：设

A =


u⃗T1
...
u⃗Tm

 这里 u⃗k =


ak1
...
akn

 ∈ Rn

对任意 x⃗ ∈ Rn 且 ‖x⃗‖ = 1，我们有

Ax⃗ =


u⃗T1 · x⃗

...
u⃗Tm · x⃗

 =


〈u⃗1, x⃗〉

...
〈u⃗m, x⃗〉


由 Cauchy–Schwarz 不等式，

‖Ax⃗‖ ≤
∑
i

|〈u⃗i, x⃗〉| ≤
∑
i

‖u⃗i‖‖x⃗‖ =
∑
i

‖u⃗i‖ ≤
∑
i

∑
j

|aij |

另一方面，考虑 Rn 中的标准基 e⃗j。由

Ae⃗j =


a1j
...
anj


因此对任意指标 i, j

‖A‖ ≥ ‖Ae⃗j‖ ≥ |aij |

命题得证。

这个命题说明，矩阵极限成立

lim
k→∞

Ak = B

当且仅当 Ak 的每个矩阵元都收敛到 B 中对应的矩阵元。

作为一个应用，我们考虑 n 阶实方阵 A。由矩阵范数的乘积性质，我们有∥∥∥∥An

n!

∥∥∥∥ ≤ ‖A‖n

n!
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由于级数
∞∑
n=0

‖A‖n

n!
= e∥A∥

收敛，上述谱范数的估计可以证明矩阵级数

lim
N→∞

N∑
k=0

Ak

k!

收敛。我们把这个极限矩阵方便地记为 eA

eA :=

∞∑
k=0

Ak

k!

并且

‖eA‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

Ak

k!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥Ak

k!

∥∥∥∥ ≤
∞∑
k=0

‖A‖k

k!
= e∥A∥

由如上级数公式容易证明，eA 是可逆矩阵，并且它的逆是 e−A。即

eAe−A = In

指数矩阵 eA 具有和指数函数 ex 非常类似的性质。

命题 5.5.13. 设 A,B 是两个相互交换的 n 阶方阵，即满足 AB = BA。则

eAeB = eA+B

证明：

eA+B =

∞∑
n=0

(A+B)n

n!

利用
=

AB = BA

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k

=

∞∑
n=0

∑
k+m=n

AkBm

k!m!

=

( ∞∑
k=0

Ak

k!

)( ∞∑
m=0

Bm

m!

)
= eAeB

注记. 两个方阵如果不交换，AB 6= BA，则有如下的 Baker-Campbell-Hausdorff 公式

eA · eB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

12
[A,[A,B]]− 1

12
[B,[A,B]]+···
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5.5.6 微分方程中的应用

现在我们引入一个变量 t，考虑随 t 变化的矩阵

etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!

对矩阵等式
d

dt

(
tkAk

k!

)
=

tk−1Ak

(k − 1)!
.

求和，可以得到

d

dt
etA = AetA

对任意向量 y⃗0 ∈ Rn，考虑如下向量函数

y⃗(t) = etAy⃗0

由上述讨论知
dy⃗

dt
= AetAy⃗0 = Ay⃗

并且在 t = 0 时有 y⃗(0) = y⃗0。因此 y⃗(t) = etAy⃗0 给出了如下齐次线性常微分初值问题的解
dy⃗
dt = Ay⃗

y⃗(0) = y⃗0

进一步，我们可以考虑非齐次线性常微分方程组
dy⃗
dt = Ay⃗ + b⃗(t)

y⃗(0) = y⃗0

这里 b⃗(t) =


b1(t)

...
bn(t)

 是随时间变化的向量。上述方程等价于
d

dt
(e−tAy⃗) = e−tAb⃗(t)

两边积分，我们得到

e−tAy⃗ − y⃗0 =

ˆ t

0
e−sAb⃗(s)ds

因此

y⃗ = etAy⃗0 +

ˆ t

0
e(t−s)Ab⃗(s)ds

给出了非齐次线性常微分方程组 
dy⃗
dt = Ay⃗ + b⃗(t)

y⃗(0) = y⃗0

的解。
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5.6 酉空间

下面我们考虑复数域，也就是复向量空间上的内积空间，这样的空间称为酉空间。酉空间

是欧几里得空间在复数域上的自然推广，很多处理方法和欧几里得空间类似。我们在论述相似

的结论时也只叙不证，细节留作练习。

定义 5.6.1. 复线性空间 V 上的厄米内积指的是一个映射

〈·, ·〉 : V × V → C

满足以下条件：

1. 正定性：对任意 u ∈ V，〈u, u〉 ≥ 0 且 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0

2. 共轭对称性：对任意 u, v ∈ V，〈u, v〉 = 〈v, u〉

3. 线性性：对任意 u, v,w ∈ V 和复数 a, b ∈ C，

〈u, av + bw〉 = a〈u, v〉+ b〈u,w〉

注意到这里的线性性是对 〈·, ·〉 的第二个分量描述的。由共轭对称性，厄米内积对第一个分
量是共轭线性的，即

〈av + bw, u〉 = ā〈v, u〉+ b̄〈w, u〉

注记. 有的参考文献讨论厄米内积时也会定义为对第一个分量线性，第二个分量共轭线性。这两
种定义方式是等价的，只是表达方式不同。我们这里采取如上的约定，即对第二个分量线性。

定义 5.6.2. 带厄米内积的复线性空间称为酉空间。

酉空间也可能是无穷维。我们主要讨论有限维的情况。

例子 5.6.3. V = Cn，定义两个复向量的厄米内积为

〈z,w〉 =
n∑

i=1

z̄iwi

这里 zi, wi 是复向量 z,w 的分量。此时

√
〈z, z〉 =

√√√√ n∑
i=1

|zi|2

表示向量 z 的长度。容易验证，(Cn, 〈·, ·〉) 构成一个酉空间，称为 n 维标准酉空间。如果我们

把 Cn 中的向量写成列向量的样子，则这个厄米内积可以用矩阵乘法表示为

〈z,w〉 = z̄T · w =
[
z̄1 · · · z̄n

]
w1

...
wn
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例子 5.6.4. V = Cn，设 ai > 0 是正实数。定义两个复向量的厄米内积为

〈z,w〉 =
n∑

i=1

aiz̄iwi

对称性和线性性显然满足。由

〈z, z〉 =
n∑

i=1

ai|zi|2

可以很容易看出正定性。令 A 为对角方阵

A =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 an


则这个厄米内积也可以写成矩阵形式

〈z,w〉 = z̄TAw =
[
z̄1 · · · z̄n

]

a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 an



w1

...
wn


例子 5.6.5. 设 V 是由有限闭区间 [a, b] 上取值在复数的连续函数构成的线性空间。对任意两个

函数 f(x), g(x) ∈ V，我们定义它们的厄米内积为

〈f, g〉 :=
ˆ b

a
f(x)g(x)dx

对称性和线性性显然满足。由

〈f, f〉 :=
ˆ b

a
|f(x)|2dx

知

〈f, f〉 ≥ 0

且 〈f, f〉 = 0 当且仅当 f(x) = 0 是零函数，即 V 中的零向量。因此 (V, 〈·, ·〉) 定义了一个无穷
维的酉空间。

5.6.1 Gram 矩阵

设 V 是一个酉空间，{α⃗1, α⃗2, · · · , α⃗n} 是 V 的一组基。考虑这些基向量之间的厄米内积

定义 Gij := 〈α⃗i, α⃗j〉, i, j = 1, · · · , n

由此我们得到一个 n 阶复方阵 G = (Gij)。
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定义 5.6.6. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维酉空间，{α⃗1, · · · , α⃗n} 为 V 的一组基。我们称 n 阶方阵

G =


〈α⃗1, α⃗1〉 〈α⃗1, α⃗2〉 · · · 〈α⃗1, α⃗n〉
〈α⃗2, α⃗1〉 〈α⃗2, α⃗2〉 · · · 〈α⃗2, α⃗n〉

· · · · · · · · · · · ·
〈α⃗n, α⃗1〉 〈α⃗n, α⃗2〉 · · · 〈α⃗n, α⃗n〉


为厄米内积 〈·, ·〉 在基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的 Gram 矩阵。

设 G = (Gij) 是厄米内积 〈·, ·〉 在 V 的一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的 Gram 矩阵。对 V 中任

意两个向量 u, v，它们通过这组基的线性展开记为

u = z1α⃗1 + · · · znα⃗n

v = w1α⃗1 + · · ·wnα⃗n

则

〈u, v〉 =
[
z̄1 · · · z̄n

]
G


w1

...
wn


定义 5.6.7. 对于复矩阵 A = (aij)，我们定义它的复共轭 Ā = (āij)，其中 āij 是复数 aij 的共

轭。复共轭和转置的复合 ĀT 称为 A 的共轭转置。

命题 5.6.8. 对于复方阵的乘积，我们有

A1A2 · · ·Am = Ā1Ā2 · · · Ām

A1A2 · · ·Am
T
= ĀT

m · · · ĀT
2 Ā

T
1

证明：留作练习。

定义 5.6.9. n 阶复方阵 A 称为是厄米方阵，如果

A = ĀT

复数域上的厄米方阵类比于实数域上的对称方阵。

定义 5.6.10. 一个 n 阶厄米方阵 A = (aij) 称为正定的（半正定的）, 如果对任意非零列向量
z ∈ Cn, 都有

z̄TAz > 0 (≥ 0) 即
n∑

i,j=1

aij z̄izj > 0 (≥ 0)

注意到对于厄米方阵 A

z̄TAz = (z̄TAz)T = z̄T ĀT z = z̄TAz

即 z̄TAz 一定是实数。

命题 5.6.11. 设 G 是酉空间一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n} 下的 Gram 矩阵。则 G 是正定厄米方阵。
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证明与欧几里得空间类似：厄米内积的共轭对称性和正定性保证了 G 是正定厄米方阵。因

此在给定 V 的一组基的情况下，Gram 矩阵
厄米内积 Gram⇐⇒ 厄米正定矩阵

给出厄米内积和正定厄米矩阵之间的一一对应。

5.6.2 范数

定义 5.6.12. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个酉空间。对于任意向量 u ∈ V , u 的长度 (或范数) 定义为

‖u‖ =
√
〈u, u〉

命题 5.6.13 (Cauchy-Schwarz不等式). 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个酉空间。则对任意两个向量 u, v ∈ V

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖

等号成立当且仅当 u,w 线性相关。

证明：类似命题5.1.9。

命题 5.6.14 (三角不等式). 对酉空间中任意两个向量 u, v

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

证明；类似命题5.1.11。

命题 5.6.15 (平行四边形法则). 对酉空间中任意两个向量 u, v

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2

证明：类似命题5.1.12。

5.6.3 正交性

定义 5.6.16. 酉空间中满足如下条件的两个向量

〈u, v〉 = 0

称为是正交的，记作 u ⊥ v。

命题 5.6.17. 设 {α⃗1, · · · , α⃗m} 是酉空间 V 中 m 个两两正交的非零向量，即

〈α⃗i, α⃗j〉 = 0 i 6= j, i, j = 1, · · · ,m

则 {α⃗1, · · · , α⃗m} 线性无关。

证明：类似命题5.2.1。

定义 5.6.18. 酉空间 V 的一组基如果由两两正交的向量构成，则称这组基为正交基。如果正交

基的每个基向量范数都是 1，则这组基称为酉空间的标准正交基。
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给定酉空间 V 的任一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n}，我们同样可以用 Gram-Schmidt 正交化依次定义

β⃗k = α⃗k −
k−1∑
i=1

〈β⃗i, α⃗k〉
〈β⃗i, β⃗i〉

β⃗i

得到一组正交基 {β⃗1, · · · , β⃗k}。此时从基 {α⃗i} 到 {β⃗i} 的过渡矩阵 P 是上三角矩阵[
β⃗1 β⃗2 · · · β⃗n

]
=
[
α⃗1 α⃗2 · · · α⃗n

]
P

我们可以进一步对 β⃗i 作归一化，得到一组标准正交基。由此证明了如下结论。

命题 5.6.19. n 维酉空间存在标准正交基。

定义 5.6.20. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维酉空间，W ⊂ V 是复线性子空间。我们定义 W 在 V 中

的正交补空间为

W⊥ := {u ∈ V |〈u, v〉 = 0 对 W 中任意向量 v 成立}

即 u ∈W⊥ 如果 u 与 W 中的任意向量都正交。

如果我们选 W 中的一组基 {β⃗1, · · · , β⃗m}，则 u ∈W⊥ 当且仅当 u 与这组基向量正交

〈u, β⃗i〉 = 0 i = 1, · · · ,m

这给出了正交补空间向量的一个判别方法。

命题 5.6.21. 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个 n 维酉空间，W ⊂ V 是线性子空间。则我们有直和分解

V =W ⊕W⊥

证明：类似命题5.2.9。

因此任意向量 u ∈ V 可以唯一地写为

u = u∥ + u⊥� 其中 u∥ ∈W, u⊥ ∈W⊥

称为 u 关于 W 的正交分解。线性映射

pW : V →W, u → u∥

称为 V 向 W 的正交投影。

命题 5.6.22. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维酉空间，W ⊂ V 是线性子空间。设 u 是 V 中任意向量，则

‖u − pW (u)‖ = min
w∈W

‖u − w‖

即 pW (u) 是 W 中与 u 的距离最短的向量。

证明：类似命题5.2.12。

等价而言，如果向量 u 关于 W 的正交分解为

u = u∥ + u⊥

则 u 与 W 中向量间的最短距离为分量 u⊥ 的长度

min
w∈W

‖u − w‖ = ‖u⊥‖

这个值也称为向量 u 与子空间 W 的距离。
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5.7 酉矩阵

5.7.1 酉矩阵

定义 5.7.1. 设 V 是一个酉空间。线性变换 T : V → V 称为酉变换，如果对于任意向量 u ∈ V，

都有

‖T (u)‖ = ‖u‖

即正交变换保持向量的范数（长度）不变。

命题 5.7.2. 酉空间 V 上的线性变换 T : V → V 是一个酉变换当且仅当 T 保持厄米内积不变，

即对 V 中的任意向量 u, v
〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉

证明：类似命题5.3.4。

与欧几里得空间类似，我们同样可以选标准正交基来具体刻画正交变换。

命题 5.7.3. 设 {γ⃗1, · · · , γ⃗n} 是 n 维酉空间 V 的一组标准正交基。则线性映射 T : V → V 是

酉变换当且仅当

{T (γ⃗1), · · · , T (γ⃗n)}

也是 V 的标准正交基。

证明：类似命题5.3.5。

定义 5.7.4. 一个 n 阶复方阵 A 称为酉矩阵，如果它满足

ĀTA = AĀT = In

其中 ĀT 表示 A 的共轭转置，In 表示 n 阶单位矩阵。所有 n 阶酉矩阵组成的集合记为 U(n)。

即 A 是酉矩阵当且仅当 A 的共轭转置是它的逆

ĀT = A−1

命题 5.7.5. 设 T : V → V 是 n 维酉空间 V 的线性变换。则 T 是酉变换当且仅当 T 在 V 的

一组标准正交基下的表示矩阵 A 是 n 阶酉矩阵。

证明：类似命题5.3.7。

命题 5.7.6. 设 A 是 n 阶复方阵，则如下条件等价：

1. A 是酉矩阵

2. A 的列向量构成 Cn 的标准正交基

3. A 的行向量构成 Cn 的标准正交基

证明：类似命题5.3.8。
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命题 5.7.7. 设 A,B 是 n 阶酉矩阵，则 A−1(= ĀT ), AB 均为 n 阶酉矩阵。即 U(n) 构成一个

群，称为 n 阶酉群。

证明：类似命题5.3.10。

定义 5.7.8. 行列式为 1 的 n 阶酉矩阵构成的集合记为 SU(n)，称为 n 阶特殊酉群

SU(n) = {A ∈ U(n)| detA = 1}

SU(n) 是 U(n) 的子群。

定义 5.7.9. 设 A 和 B 是两个 n 阶复方阵。如果存在一个 n 阶酉矩阵 U，使得

B = UAU−1 (即 = UAŪT )

则称矩阵 A 和 B 酉相似。

酉相似是比相似更强的关系。如果两个矩阵酉相似，则它们一定相似；反之不一定成立。

命题 5.7.10. 任意 n 阶复方阵酉相似于一个上三角方阵。

证明：类似命题5.4.3。

5.7.2 正规矩阵

可对角矩阵具有非常好的性质。我们这里给出判断 n 阶复方阵是否可以通过酉相似对角化

的一个简单方法。

定义 5.7.11. n 阶复方阵 A 称为正规矩阵，如果 A 与它的共轭转置 ĀT 交换

AĀT = ĀTA

命题 5.7.12. n 阶复方阵 A 酉相似于对角方阵当且仅当 A 是正规矩阵。

证明：假设 A 酉相似于对角方阵，即存在酉矩阵 U 和对角方阵 Λ = diag(λ1, · · · , λn) 使得

A = UΛŪT

则 ĀT = U Λ̄ŪT，因此 AĀT = ĀTA = UΛΛ̄ŪT。这里我们用到 ΛΛ̄ = Λ̄Λ。

反之，假设 A 是正规矩阵。由命题5.7.10，存在酉矩阵 U 和上三角方阵

Λ =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ann


使得 A = UΣŪT。代入正规条件 AĀT = ĀTA，得到 ΣΣ̄T = Σ̄TΣ，即
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ann




ā11 0 · · · 0

ā12 ā22 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
ā1n · · · ∗ ānn

 =


ā11 0 · · · 0

ā12 ā22 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
ā1n · · · ∗ ānn




a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ann
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比较两边第 1 行第 1 列矩阵元得

|a11|2 + |a12|2 + · · ·+ |a1n|2 = |a11|2

由此得 a12 = · · · = a1n = 0。然后比较两边第 2 行第 2 列矩阵元，依次类推我们得到

Λ =


a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 ann


是对角方阵。

命题 5.7.13. 设 A 是 n 阶厄米方阵，即 A = ĀT，则 A 可以酉相似于对角方阵。

证明：由 A 是 n 阶厄米方阵

AĀT = A2 = ĀTA

故 A 是正规矩阵。由命题5.7.12，A 可以酉相似于对角方阵。

命题 5.7.14. 设 A 是 n 阶厄米方阵，则 A 的特征值均为实数。A 是正定（半正定）当且仅当

A 的特征值均为正数（非负数）。

证明：类似命题5.4.4、命题5.4.6和命题5.4.8。

命题 5.7.15. 设 A 是 n 阶半正定厄米方阵。则存在唯一的半正定厄米方阵 B 使得 A = B2。

记 B =
√
A。

证明：类似命题5.4.9。

5.7.3 奇异值分解

设 A 是 m× n 复矩阵。考虑 n 阶方阵 ĀTA。对于任意 z ∈ Cn

z̄T (ĀTA)z = (Az)T (Az) ≥ 0

因此 ĀTA 是 n 阶半正定厄米方阵。同理，AĀT 是 m 阶半正定厄米方阵。并且 ĀTA 和 AĀT

具有相同的非零特征值。

定义 5.7.16. 设 A 是 m× n 复矩阵。半正定厄米方阵 ĀTA（或 AĀT）的非零特征值的平方根

称为 A 的奇异值。

设 ĀTA 的所有非零特征值为 µ1, · · · , µr，则 A 的所有奇异值为 σ1 =
√
µ1, · · · , σr =

√
µr。

命题 5.7.17. 设 A 是 n 阶厄米方阵。则 A 的所有奇异值为所有非零特征值的绝对值。

证明：类似命题5.4.11。

对于非厄米方阵，奇异值和特征值没有这样的直接联系。
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定理 5.7.18 (奇异值分解). 设 σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 是 m× n 阶复矩阵 A 的所有奇异值。则存在

m 阶酉矩阵 U 和 n 阶酉矩阵 V 使得 A = UΣV̄ T，其中

Σ =




σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σr

 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)


这里 0k×l 表示 k × l 的零矩阵。

证明：类似定理5.4.13。

5.8 一些例子

5.8.1 极分解

我们知道一个复数 z ∈ C 可以写成

z = reiθ

这里 r ≥ 0 表示 z 的长度，eiθ 的模长为 1。(r, θ) 称为复平面的极坐标。

n 阶复方阵也可以作类似的分解。

命题 5.8.1. 设 A 是 n 阶复方阵。则存在 n 阶半正定厄米方阵 R（或 R̃）和 n 阶酉矩阵 Θ（或

Θ̃）使得

A = RΘ (= Θ̃R̃)

其中 R（或 R̃）由 A 唯一确定。这个称为矩阵的极分解。

证明：设 A = UΣV̄ T 是 A 的奇异值分解。则

A = UΣŪTUV̄ T

取 R = UΣŪT ,Θ = UV̄ T 即满足要求。

另一方面

AĀT = RR̄T = R2

由命题5.7.15知 R =
√
AĀT 是唯一确定的。

5.8.2 Moore–Penrose 逆

在复数域的情形，一个 m× n 矩阵 A 的广义逆 A− 也是定义为满足

AA−A = A

的 n ×m 矩阵 A−。广义逆总是存在而且并不唯一。我们可以通过引入额外条件在所有广义逆

中找一个唯一的代表元，称为 Moore–Penrose 逆。
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命题 5.8.2. 设 A 是 m× n 复矩阵。则存在唯一的 n×m 复矩阵 X 满足如下条件AXA = A XAX = X

(AX)
T
= AX (XA)

T
= XA

这个 X 称为 A 的 Moore–Penrose 逆，记为 A+。

证明：设 A 的奇异值分解为

A = UΣV̄ T = U

[
Σr 0

0 0

]
V̄ T

考虑

X = V

[
Σr

−1 0

0 0

]
ŪT

直接计算易知

AXA = U

[
Σr 0

0 0

]
V̄ TV

[
Σr

−1 0

0 0

]
ŪTU

[
Σr 0

0 0

]
V̄ T = A

XAX = V

[
Σr

−1 0

0 0

]
ŪTU

[
Σr 0

0 0

]
V̄ TV

[
Σr

−1 0

0 0

]
ŪT = X

并且

AX = U

[
Ir 0

0 0

]
ŪT 和 XA = V

[
Ir 0

0 0

]
V̄ T

都是厄米方阵。因此 X 满足所述方程。下证唯一性。

记 X = V Y ŪT，则 Y 满足ΣY Σ = Σ Y ΣY = Y

(ΣY )
T
= ΣY (Y Σ)

T
= Y Σ

写成分块矩阵的样子

Σ =

[
Σr 0

0 0

]
Y =

[
B C

D E

]
由方程 ΣY Σ = Σ 和 Y ΣY = Y 得到

Y =

[
Σ−1
r C

D DΣrC

]

再由

ΣY =

[
Ir ΣrC

0 0

]
和 Y Σ =

[
Ir 0

DΣr 0

]
的厄米性，得到 C = D = 0。唯一性得证。
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通过 Moore–Penrose 逆可以直接给出最小二乘问题的一个解。在复向量的情形，最小二乘
问题为

min
z∈Cn

‖Az − w‖

由 Moore–Penrose 逆 A+ 的性质可以得到

ĀT = (AA+A)
T
= ĀT (AA+)

T
= ĀTAA+

即

ĀT (Im −AA+) = 0

因此对任意 y ∈ Cn

ȳT ĀT (Im −AA+)w = 0

即

〈Ay,w −AA+w〉 = 0

这说明 AA+w 是 w 向 A 的像的投影，即 z0 = A+w 给出了最小二乘问题的一个解

‖Az0 − w‖ = min
z∈Cn

‖Az − w‖

5.8.3 Pauli 矩阵与自旋

SU(2) 群

特殊酉群 SU(2) 在物理中扮演着重要的角色，例如在量子力学中被用来描述粒子自旋的对

称性。在几何上，SU(2) 给出了 3 维空间转动 SO(3) 的双重覆盖，也称为 3 维自旋群 SU(2) =

Spin(3)。由定义，SU(2) 群由满足 det(A) = 1 的 2 阶酉矩阵 A 组成。

设 A =

[
a b

c d

]
，则

AĀT =

[
a b

c d

][
ā c̄

b̄ d̄

]
=

[
aā+ bb̄ ac̄+ bd̄

cā+ db̄ cc̄+ dd̄

]

由酉方阵 AĀT = I2 得

|a|2 + |b|2 = |c|2 + |d|2 = 1 ac̄ = −bd̄

由 detA = ad− bc = 1，我们得到联立方程组
|a|2 + |b|2 = |c|2 + |d|2 = 1

ac̄ = −bd̄

ad− bc = 1

由此解出

d = ā c = −b̄ |a|2 + |b|2 = 1
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因此

SU(2) =

{[
a b

−b̄ ā

]∣∣∣∣∣ a, b ∈ C 满足 |a|2 + |b|2 = 1

}
如果用实数来表示 a = x1 + ix2, b = x3 + ix4，则 SU(2) 中的元素一一对应于 3 维单位球面

S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|x21 + x22 + x23 + x24 = 1}

Pauli 矩阵

Pauli 矩阵包括三个矩阵，定义如下：

σ1 =

[
0 1

1 0

]
σ2 =

[
0 −i
i 0

]
σ3 =

[
1 0

0 −1

]

这些矩阵都是厄米方阵并且满足代数关系

σ21 = σ22 = σ23 = I2

σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3

σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1

σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2

设 V 为所有迹为零的 2 阶厄米方阵构成的集合

V = {2 阶复方阵 A| ĀT = A,TrA = 0}

容易验证，任一矩阵 Q ∈ V 可以写成

Q =

[
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

]
= x1σ1 + x2σ2 + x3σ3

这里 x1, x2, x3 是实数。因此我们可以把 R3 和 V 一一对应起来

σ : R3 → V

x⃗ 7→ σ(x⃗) := x1σ1 + x2σ2 + x3σ3

即 V 是 3 维实线性空间，Pauli 矩阵给出一组基。

命题 5.8.3. R3 中的向量长度可以通过 Pauli 矩阵实现为

‖x⃗‖2 = − detσ(x⃗)

证明：

detσ(x⃗) =
∣∣∣∣∣ x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

∣∣∣∣∣ = −(x21 + x22 + x23)
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命题 5.8.4. 设 x⃗, y⃗ ∈ R3，则

σ(x⃗)σ(y⃗) = 〈x⃗, y⃗〉I2 + iσ(x⃗× y⃗)

即 Pauli 矩阵同时表达了 3 维向量的内积和叉乘。

证明：设 ϵijk(i, j, k ∈ {1, 2, 3}) 是 3 维 Levi-Civita 符号。ϵijk 关于指标 i, j, k 是全反对称的：

ϵijk = −ϵjik = −ϵkji = −ϵikj

ϵijk 只有当 i, j, k 互不相同时才非零，它的值为置换 {1, 2, 3} → {i, j, k} 的符号。例如 ϵ123 = 1。

Pauli 矩阵相乘可以通过 Levi-Civita 符号表示为

σjσk = δjkI2 + i
∑
l

ϵjklσl

例如

σ22 = I2 σ1σ3 = iϵ132σ2 = −iσ2

于是

σ(x⃗)σ(y⃗) =
∑
j

xjσj
∑
k

ykσk

=
∑
j,k

xjykδjkI2 + i
∑
j,k,l

ϵjklxjykσl

=〈x⃗, y⃗〉I2 + iσ(x⃗× y⃗)

这里我们用到叉乘 x⃗× y⃗ 的第 l 分量可以表达为
∑
j,k

ϵjklxjyk。

设 A ∈ SU(2)，Q ∈ V，则矩阵 AQĀT 满足AQĀT
T
= AQ̄T ĀT = AQĀT

Tr(AQĀT ) = Tr(QĀTA) = TrQ = 0

即 AQĀT 也是 V 中的矩阵。因此给定 A ∈ SU(2)，我们可以定义映射

fA : V → V

Q 7→ fA(Q) := AQĀT

容易验证 fA 是一个线性映射。记 fA 在 V 的基 {σ1, σ2, σ3} 下的表示矩阵为 ρ(A)，即

fA(σj) =
3∑

i=1

σiρ(A)ij

这里 ρ(A)ij 表示矩阵 ρ(A) 的 (i, j) 分量。则对于 σ(x⃗) = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 ∈ V，我们有

fA(σ(x⃗)) =
∑
j

xjfA(σj) =
∑
i,j

σiρ(A)ijxj =
∑
i

σiyi

这里 yi =
∑
j
ρ(A)ijxj，或写成向量形式 y⃗ = ρ(A)x⃗。

因此我们发现如下关系

fA(σ(x⃗)) = σ(ρ(A)x⃗)

178



命题 5.8.5. ρ 定义了一个映射 ρ : SU(2) → SO(3)。

证明：设 A ∈ SU(2)，需证明 ρ(A) ∈ SO(3)。由

fA(σ(x⃗)) = σ(ρ(A)x⃗)

两边取行列式并利用 detσ(x⃗) = −‖x⃗‖2，我们得到

‖ρ(A)x⃗‖2 = − detσ(ρ(A)x⃗) = − det fA(σ(x⃗)) = − det(Aσ(x)ĀT ) = − detσ(x) = ‖x⃗‖2

因此 ρ(A) 保持 R3 的范数，故 ρ(A) ∈ O(3)。

由 ρ(A) ∈ O(3) 知 det ρ(A) = ±1。由于 SU(2) 拓扑上和 3 维球面 S3 一样，而 S3 是连通

的，所以 A 可以在 SU(2) 中连续变化到恒等矩阵 I2。因此

det ρ(A) = det ρ(I2) = 1

这说明 ρ(A) ∈ SO(3)。

例子 5.8.6. 设 u⃗ ∈ R3 是一个单位向量，即 ‖u⃗‖ = 1。考虑

Au⃗ :=

[
iu3 iu1 + u2

iu1 − u2 −iu3

]
∈ SU(2)

我们可以用 Pauli 矩阵把它写为

Au⃗ = i(u1σ1 + u2σ2 + u3σ3) = iσ(u⃗)

因此

fAu⃗
(σ(x⃗)) = Au⃗σ(x⃗)Au⃗

T
= σ(u⃗)σ(x⃗)σ(u⃗)

利用 ‖u⃗‖ = 1 和 Pauli 矩阵的乘法性质

σ(u⃗)σ(x⃗)σ(u⃗) =(〈u⃗, x⃗〉I2 + iσ(u⃗× x⃗))σ(u⃗)

=σ(〈u⃗, x⃗〉u⃗)− σ((u⃗× x⃗))× u⃗)

=σ(2〈x⃗, u⃗〉u⃗− x⃗)

写成矩阵表达式

2〈x⃗, u⃗〉u⃗− x⃗ =


2u1u1 − 1 2u1u2 2u1u3

2u2u1 2u2u2 − 1 2u2u3

2u3u1 2u3u2 2u3u3 − 1



x1

x2

x3


我们得到

ρ(Au⃗) =


2u1u1 − 1 2u1u2 2u1u3

2u2u1 2u2u2 − 1 2u2u3

2u3u1 2u3u2 2u3u3 − 1


观察到 ρ(Au⃗)(u⃗) = u⃗

ρ(Au⃗)(x⃗) = −x⃗ 若 x⃗ ⊥ u⃗

因此 ρ(Au⃗) 表示在 u⃗ 的正交补平面上作对径映射。
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命题 5.8.7. ρ : SU(2) → SO(3) 满足如下性质：

1. 保单位：ρ(I2) = I3

2. 保乘法结构：ρ(AB) = ρ(A)ρ(B)

3. 保逆结构：ρ(A−1) = ρ(A)−1

证明：保单位显然。我们只需证明 ρ 保乘法。则

ρ(A)ρ(A−1) = ρ(I2) = I3 =⇒ ρ(A−1) = (ρ(A))−1

由

σ(ρ(A)ρ(B)x⃗) =fA⃗(σ(ρ(B)x⃗)) = fA⃗(fB⃗(σ(x⃗)))

=A(Bσ(x⃗)B̄T )Āt = (AB)σ(x)AB
T

=fAB(σ(x⃗)) = σ(ρ(AB)x⃗)

即得

ρ(A)ρ(B) = ρ(AB)

我们称 ρ : SU(2) → SO(3) 是一个群同态，即保持群结构（乘法和逆) 的映射。进一步分析
容易验证 ρ 是一个 2 : 1 的覆盖映射。例如

ρ(±I2) = I3

实际上对任意 A ∈ SU(2) 有

ρ(A) = ρ(−A)

这个 2 : 1 的覆盖解释了一个非常有趣的现象：即自旋 1/2 粒子绕某一轴旋转 360 度后，状态

不完全恢复，而是变为原状态的负号。

例如考虑 SU(2) 矩阵

Rθ = cos(θ/2)I2 + i sin(θ/2)σ1 =
[

cos(θ/2) i sin(θ/2)
i sin(θ/2) cos(θ/2)

]

直接计算易知

ρ(Rθ) =


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


因此 ρ(Rθ) 对应于在 3 维空间中以 x1-方向为轴在 x2x3-平面旋转 θ 角度。在旋量空间或者在

SU(2) 矩阵中，ρ(Rθ) 相当于旋转 θ/2。可以看出

R2π = −R0 = −I2 ρ(R2π) = I3
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Pauli 矩阵还可以实现 4 维时空的 Lorentz 变换。设 M 为所有 2 阶厄米方阵构成的集合

M = {2 阶复方阵 A|ĀT = A}

M 中任一矩阵 T 可以写成

T =

[
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

]
= x0I2 + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3

这 x0, x1, x2, x3 ∈ R。因此 M 是 4 维实线性空间，矩阵 {I2, σ1, σ2, σ3} 构成 M 的一组基。

我们可以把 M 中的矩阵和 4 维时空对应起来，其中 x0 表示时间，x1, x2, x3 表示空间。用

x =


x0

x1

x2

x3


来表示 4 维时空向量。记

T (x) =
[
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

]
则

detT (x) = x20 − x21 − x22 − x23

给出 4维时空的Minkowski长度。因此保持M 中矩阵行列式不变的线性变换都将给出Minkowski
空间的 Lorentz 变换。
例如设 A 是一个 2 阶复方阵，满足 detA = ±1。对 2 阶厄米方阵 T ∈M，矩阵 ATĀT 也

是厄米方阵，并且

det(ATĀT ) = | detA|2 detT = detT

因此我们得到保行列式的线性映射

gA :M →M

T 7→ ATĀT

这个线性映射在基 {I2, σ1, σ2, σ3} 下的表示矩阵是一个 Lorentz 变换。这个实际上给出了 4 维

时空 Lorentz 群的旋量构造。记

SL∗(2,C) := {2阶可逆复方阵| detA = ±1}

则上述构造给出了 4 维 Minkowski 时空的旋量群 Spin(3, 1) = SL∗(2,C)。
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5.9 习题

1. 设 V 是由所有 m× n 实矩阵构成的线性空间。定义 〈·, ·〉 如下

〈A,B〉 = Tr(ATB), A,B ∈ V

证明 〈·, ·〉 是 V 上的一个内积。

2. 设 (V, 〈·, ·〉)是 n维欧几里得空间。设内积 〈·, ·〉在一组基 {α⃗1, · · · , α⃗n}下的 Gram矩阵是
G，在另一组基 {β⃗1, · · · , β⃗n}下的 Gram矩阵是 G′。设基 {α⃗1, · · · , α⃗n}到基 {β⃗1, · · · , β⃗n}
的过渡矩阵是 P。问 G,G′, P 之间是什么关系？

3. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维欧几里得空间。对于 V 中任意 n 个向量 {α⃗1, · · · , α⃗n}，我们定义其
Gram 矩阵 G = (Gij) 为

Gij = 〈α⃗i, α⃗j〉

证明 {α⃗1, · · · , α⃗n} 线性无关（即构成 V 的一组基）当且仅当 G 是可逆矩阵。

4. 证明 2 阶实对称方阵 A 是正定方阵当且仅当 TrA > 0 & detA > 0。

5. 证明欧几里得空间中的向量 x⃗, y⃗ 正交当且仅当 ‖x⃗+ y⃗‖2 = ‖x⃗‖2 + ‖y⃗‖2。

6. 设 (V, 〈·, ·〉)是 n维欧几里得空间，{α⃗1, · · · , α⃗n}是 V 的标准正交基。证明对任意 x⃗, y⃗ ∈ V

〈x⃗, y⃗〉 =
n∑

i=1

〈x⃗, α⃗i〉〈α⃗i, y⃗〉 (Parseval 等式)

7. 设 V = Span{1, x, x2, x3} 是由所有次数小于等于 3 的实系数多项式构成的线性空间。定

义

〈f, g〉 :=
ˆ 1

0
f(x)g(x)dx

(V, 〈·, ·〉) 构成 4 维欧几里得空间。找一组 (V, 〈·, ·〉) 的标准正交基。

8. 举例说明，方阵 A 的列向量两两相互正交，但 A 的行向量不一定两两相互正交。

9. 在标准欧几里得空间 R3 中，设 U 是由方程 x1 + 2x2 + 2x3 = 0 定义的平面。计算点

p = (1, 2, 3) 在平面 U 上的正交投影 p′。

10. 设 (V, 〈·, ·〉) 是由所有 n 阶实方阵构成的欧几里得空间，其内积为 〈A,B〉 = Tr(ATB)。对

于如下 V 的子空间 U，计算 U 的正交补 U⊥ 以及正交投影 pU : V → U。

(a) U = Span{In} 是由单位方阵张成的子空间

(b) U 是由所有对角方阵构成的线性子空间

(c) U 是由所有上三角方阵构成的线性子空间

11. 设 (V, 〈·, ·〉) 是 n 维欧几里得空间，U 是 V 的线性子空间。证明 (U⊥)⊥ = U。

12. 设 (V, 〈·, ·〉)是 n维欧几里得空间，U1, U2是 V 的线性子空间。证明 (U1+U2)
⊥ = U⊥

1 ∩U⊥
2 。
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13. 设 α⃗, β⃗ 是 n 维欧几里得空间 V 中的两个向量，满足 ‖α⃗‖ = ‖β⃗‖。证明一定存在一个正交
变换 T : V → V 使得 T (α⃗) = β⃗。

14. 找出所有使得 Aα⃗ = β⃗ 的 3 阶正交矩阵 A。

a) α⃗ =


1

0

0

 β⃗ =


0

1

0

 b) α⃗ =


2

1

1

 β⃗ =


1

1

2


15. 设 λ0 是 n 阶正交方阵 A 是一个特征值（可能是复数）。

(a) 证明 |λ0| = 1。

(b) 假设 λ0 /∈ R，z⃗ ∈ Cn 是 λ0 的一个复特征向量。记 z⃗ = x⃗+ iy⃗，这里 x⃗, y⃗ ∈ Rn。证明

x⃗ ⊥ y⃗ 并且 ‖x⃗‖ = ‖y⃗‖

16. 判断如下实对称方阵是否是正定方阵或者半正定方阵。

a)


5 3 0

3 5 4

0 4 5

 b)


1 −1 0

−1 1 −1

0 −1 1

 c)


2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2


17. 设 A 是 n 阶反对称方阵，即 AT = −A。证明 eA ∈ SO(n) 是 n 阶特殊正交方阵。

18. 设 A,B 是 n 阶正定实对称方阵。证明 AB 的特征值均为正实数。

19. 计算如下矩阵的奇异值分解

a) =

[
3 0

4 5

]
b) =


1 −1

−2 2

2 −2



20. 设 f : R2 → R2 是一个可逆线性映射，其在标准基下对应于矩阵 A =

[
a b

c d

]
，detA 6= 0

f :

[
x1

x2

]
7→

[
a b

c d

][
x1

x2

]
设 A 的奇异值为 σ1 ≥ σ2 > 0。证明单位圆 {x21 + x22 = 1} 在 f 的映射下变为一个椭圆，

椭圆的长半轴长为 σ1，短半轴长为 σ2。

σ1

σ2
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21. 计算如下矩阵的 QR 分解

a)

[
−1 3

1 5

]
b)


1 1 0

1 0 1

0 1 1


22. 用最小二乘法找出最佳拟合如下数据的线性方程 y = at+ b

ti -2 -1 0 2
yi 4 3 1 0

23. 证明矩阵范数的如下两个性质：

(a) 三角不等式：‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

(b) 乘积性质：‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

24. 设 A 是一个 n 阶正定方阵。证明 lim
t→+∞

e−tA = 0。

25. 假设函数 x(t), y(t) 满足如下微分方程组x′(t) = −4x(t) + y(t)

y′(t) = −2x(t)− y(t)

证明 lim
t→+∞

x(t) = lim
t→+∞

y(t) = 0。

26. 酉空间中两个向量 α⃗, β⃗ 正交当且仅当对任意复数 a, b ∈ C,

‖aα⃗+ bβ⃗‖2 = ‖aα⃗‖2 + ‖bβ⃗‖2

27. 设 V 是由所有 m× n 复矩阵构成的复线性空间。定义 〈·, ·〉 如下

〈A,B〉 = Tr(ĀTB), A,B ∈ V

证明 〈·, ·〉 是 V 上的一个厄米内积。

28. 设 A,B 是 n 阶厄米方阵。证明 Tr(AB)2 和 Tr(A2B2) 都是实数并且

Tr(AB)2 ≤ Tr(A2B2)

等号成立当且仅当 AB = BA。

29. 证明任意一个 2 阶酉方阵可以表达为如下形式[
eiθ1 0

0 eiθ2

][
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
eiθ3 0

0 eiθ4

]

这里 θ1, θ2, θ3, θ4, θ 均是实数。

184



30. 设 A 是一个 n 阶复方阵。定义一个 2n 阶实方阵 φ(A) 如下：

φ(A) =

[
B C

−C B

]
这里 A = B + iC, B 和 C 是实方阵

证明 φ 满足如下性质：

(a) φ(A1A2) = φ(A1)φ(A2)，φ(ĀT ) = φ(A)T

(b) A 是厄米方阵当且仅当 φ(A) 是对称方阵

(c) A 是酉方阵当且仅当 φ(A) 是正交方阵

31. 设 n 阶复方阵 A 有如下分块结构

A =

[
B C

0 D

]
B 是 m 阶复方阵，D 是 n−m 阶复方阵

证明 A 是酉方阵当且仅当 B,D 是酉方阵并且 C = 0。

32. 设 n 阶复方阵 A 的所有特征值为 λ1, · · · , λn。证明
n∑

i=1

|λi|2 ≤ Tr(ĀTA)

等号成立当且仅当 A 是正规矩阵。

33. 设 A是 n阶厄米方阵。证明 A是正定方阵当且仅当存在 n阶可逆矩阵 P 使得 A = P̄ TP。

34. 计算矩阵


1 1 1

1 1 −1

−2 1 0

 的极分解。
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附录 A 几何与对称

本文来源于作者 2018 年在清华大学为首届丘成桐英才班开设的教改课程《几何与对称》的
部分内容 [1]，通过几何直观和棋盘游戏实例来解释“群”这个重要数学概念的一些基本思想和
应用方法。我们把部分内容作为附录放在这份讲义里，希望能帮助读者更好地了解我们在定义

行列式时使用的置换变换，并初步了解群这个概念。

引言

大学数学系里通常有一门基础课称为“抽象代数”，主要内容是群、环、域等这些现代代数

学中的基本概念和方法。读书的时候感觉这些概念初学起来的确很“抽象”，就像这门课的名称

一样。随着不断学习和积累，逐渐发现这些概念其实非常直观，朋友们也经常笑谈到这门课应

该被教为“非抽象代数”。本文通过一个具体的数字游戏来聊聊非抽象代数。

我们探讨的这个经典例子称为数字推盘问题，玩法类似于华容道。考虑一个 4 × 4 的方形

棋盘以及标记 1− 15 的数字方块。游戏者每次移动一个数字方块到相邻空白格，例如

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9

10

7

3 14 13

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9

10

7

3 14 13

问题: 是否可以由下图左还原到下图右的原始状态?

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9 10 7

3 14 13

?
1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

我们将围绕如何解决这个经典问题来解释“群”这个基本数学概念。

几何变换与对称性

具有几何对称的物体通常都有强烈美感和丰富结构，“群”即刻画如此。考虑等边三角形
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这个图形具有很强的几何对称性：我们可以通过如下的几何变换把三角形变换到它自己

旋转

反射

我们总共得到如下 6 个对称变换

观察到这些几何变换满足如下两个重要性质：

1. 对称变换的复合还是对称变换

旋转 旋转

反射 旋转
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反射 反射

2. 对称变换可以由逆变换来还原

顺时针旋转 逆时针旋转

反射 反射

群的概念

几何对称变换的这些性质构成的数学对象称为“群”。

抽象定义而言，一个群由一个集合 G 和满足结合律的二元运算

• : G×G→ G

（称为群 G 中的乘积）组成，满足

• 单位元：存在单位元1G，使得：1G • g = g • 1G = g

• 可逆性：对任一元素 g，存在逆元g−1 使得：g • g−1 = g−1 • g = 1G

例如：

1. G = R− {0}，• 为实数的乘法 a • b := ab

单位元 =1， a 的逆元是 1
a

2. G = Z，• 为整数的加法 m • n := m+ n

单位元 =0， m 的逆元是 −m

上述例子中 • 是交换的，即满足：a • b = b • a。乘积满足交换性质的群称为阿贝尔群。
例如：如下 6 个几何变换组合成一个群（称为二面体群D3）
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D3 是非阿贝尔群：旋转和反射不交换！

顺时旋转 垂直反射

垂直反射 顺时旋转

例如：考虑平面上的几何变换

x

y

A

A′

σx= 沿 x-轴作镜像反射

x

y

BB′

σy= 沿 y-轴作镜像反射

这两个变换满足 σx · σx = σy · σy = 恒等变换。我们将两个变换 σx, σy 相复合，记为 σxy。

x

y

C

C ′

σxy= 沿原点作对径映射

σxy = σx · σy = σy · σx 且 σxy · σxy = 恒等变换。

我们考虑变换 σxy 与 σx 以及 σy 的复合
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x

y

A

A′

σxy · σy = σx

x

y

BB′

σxy · σx = σy

我们得到如下的变换复合关系：

σx · σx = σy · σy = σxy · σxy =恒等变换

σx · σy = σy · σx = σxy

σy · σxy = σxy · σy = σx

σxy · σx = σx · σxy = σy

这些变换 {1, σx, σy, σxy} 构成一个阿贝尔群，称为Klein 四元群。特别的我们有

σx · σy · σxy =恒等变换（单位元 1）

一个古老的游戏 (Peg Solitaire)

群的结构表现为变换。在实际运用中，一个重要的思想是在一系列丰富的变换中找到不变

的对象。作为一个例子，我们考虑一个古老的游戏：

游戏规则: 每次把一个黑子隔着相邻 (水
平或者垂直) 的另一个黑子跳到空白处，
同时移除被跳过的黑子。如上图。

问题: 是否可以使得棋盘上最后只剩下一个黑子? 如果可以，这个黑子落在哪里?
通过实践很容易发现第一问的答案是肯定的，我们用群论方法来分析第二问。把 Klein 四

元群元素如下标记到棋盘中
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σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

这个标记方法使得直线上任意三个相邻元素的乘积都是恒等变换单位元 1。
设 C 是棋盘上的一个黑子分布。定义 C 的权为

[C] = 所有的黑子位置上的 Klein 四元群元素相乘

σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

上图右的权 =σx · σxy · σx · σx = σy

σy σxy σy σy σxy σy

σy · σxy = σx

观察到：如果 C 走一步得到 C ′，则

[C] = [C ′]

具有相同的权。因此“权”为游戏过程中的一个不变量。

容易计算初始黑子分布的权为 σy

191



σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

因此最后一个黑子只可能落在标记为 σy 的位置。

黑子最后不可能落在如下右图绿点的位置 (权为σxy)。由左右对称性，可以排除最后一个黑
子落在如下左图的可能性（否则可以采取左右镜像的走法使得最后落在右图绿点）。

类似对称性分析，我们可以共排除如下 6 种可能

X

X X

X X

X

最后一个黑子只能落在如下图中的某个位置
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实际上这 5 种可能性都可以达到，而且我们总可以使得最后一个黑子落在正中间。假如最后一
个黑子落在如下左图的位置，则上一步如中间图。可以改变走法使得最后一个黑子落在右图的

位置。这样我们就完整地解决了这个问题。

置换群

集合 {1, 2, · · · , n} 到自己的一个一一映射称为一个n 元置换。例如：如下映射 σ 是一个 5
元置换

σ : 1, 2, 3, 4, 5 → 3, 1, 5, 2, 4

两个置换的复合也是置换。所有 n 元置换构成一个群 (称置换群)，记为 Sn。

一个 n 元置换 σ 可以记为

σ =

[
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

]
σ 表示将 1 变成 i1，2 变成 i2，..., n 变成 in。例如

σ =

[
1 2 3 4 5

3 1 5 2 4

]

表示置换 σ : 1, 2, 3, 4, 5 → 3, 1, 5, 2, 4。乘积 αβ 表示先作用 β 置换，再作用 α 置换。例如[
1 2 3

2 1 3

][
1 2 3

1 3 2

]
=

[
1 2 3

2 3 1

]

如果置换 σ 把其中 k 个元素映射为
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σ : i1, i2, i3, · · · , ik → i2, i3, · · · , ik, i1

而把其他元素映射到自己，我们称 σ 是一个长度为 k 的轮换，并把 σ 简化标记为

σ = (i1 i2 · · · ik)

例如：

σ =

[
1 2 3 4 5

1 3 5 4 2

]
= (2 3 5)

任意一个置换总可以表示为一些轮换的乘积，例如[
1 2 3 4 5 6

1 4 6 2 3 5

]
= (1)(24)(365) = (24)(365)

其中 (1) 表示的是恒等置换，可以省略不记。

交错群（偶置换群）

长度为 2 的轮换 (i j) 称为一个对换。例如

σ =

[
1 2 3 4 5

1 5 3 4 2

]
= (2 5)

每个轮换均可以表示为一些对换的乘积，但是这种表达方式不唯一。例如

(1 2 3) = (1 3)(1 2) = (1 2)(2 3)[
1 2 3

2 3 1

]
=

[
1 2 3

2 1 3

][
1 2 3

1 3 2

]
由于每个置换总可以表示为一些轮换的乘积，因此每个置换也总可以表示成一些对换的乘

积。虽然表达法不唯一，但是容易发现不同表达法里包含的对换个数的奇偶性是确定不变的，称

为该置换的奇偶性。例如：长度 k 的轮换可以写成 k − 1 个对换相乘

(1 2 3 . . . k) = (1 k)(1 k − 1) · · · (1 3)(1 2)

因此我们知道奇长度的轮换是偶置换，偶长度的轮换是奇置换。例如

奇置换 : (2 3), (1 3 4 7) = (1 7)(1 4)(1 3)

偶置换 : (1 2 3) = (1 3)(1 2), (4 3 2 1 6)

置换的复合满足

奇置换×奇置换→偶置换

奇置换×偶置换→奇置换

偶置换×偶置换→偶置换

因此 Sn 中所有偶置换构成一个群（称为交错群），记为 An 。
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数字推盘问题的解-必要条件

问题: 是否可以由图左还原到图右原始位置?

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9 10 7

3 14 13

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

上图左对应于一个置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

15 2 1 12 8 5 6 11 4 9 10 7 3 14 13 16

]

这里我们把空白标记为 16。

如果棋盘的布置可以从原始的位置（上图右）移动得到，它对应的置换 σ 应该满足什么性

质? 移动过程可以通过记录空白位置的走动来标志

每个移动为 S16 中的一个对换 (空白标志为 16)。如果要求将空白移回到出发点，则

往上走步数＝往下走步数，往左走步数＝往右走步数

总共要移动偶数步! 因此数字推盘问题可解的一个必要条件是

推盘对应的数字置换是偶置换

回到这节开始的问题，推盘对应的置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

15 2 1 12 8 5 6 11 4 9 10 7 3 14 13 16

]
= (1 15 13 3)(4 12 7 6 5 8 11 10 9)

是奇置换，因此我们知道它对应的数字推盘不可能还原到原始状态。

进一步，我们可以考虑

问题：如果数字推盘对应的数字置换是偶置换，是否一定可以还原？

答案是肯定的。为了证明这个结论，我们需要引入群的生成元的概念。
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群的生成元

群 G 的一组元素称为生成元，如果 G 中每个元素都可以通过这组元素反复相乘得到。

例如：Klein 群 K = {1, a, b, c}

a • b = c b • c = a c • a = b

a2 = 1 b2 = 1 c2 = 1

• {a, b} 是一组生成元。比如 1 可以由 a • a 得到，c 可以由 a • b 得到。

• {b, c} 也是一组生成元。因此生成元的选法并不唯一。

例如：二面体群 D3 的一组生成元是 {r, s}，它们满足

r3 = 1, s2 = 1, sr = r2s

1 r =顺时针旋转120◦ r2

s =垂直反射 sr2sr

例如：置换群 Sn 可以由如下对换生成

(1 2), (1 3) , · · · , (1 n)

比如任意的置换 (i j) 可以写成

(i j) = (1 j)(1 i)(1 j)

由此可以生成所有的置换。类似的，给定其他一个数比如 3，如下对换

(3 1), (3 2) , (3 4) · · · , (3 n)

也构成 Sn 的一组生成元。

例如：交错群 An (即 Sn 中的偶置换) 的一组生成元是

(1 2 3), (1 2 4) , · · · , (1 2 n)

类似的，给定其他两个数比如 2, 4，如下轮换

(2 4 1), (2 4 3) , (2 4 5) · · · , (2 4 n)

也构成 An 的一组生成元。读者可以尝试着证明这个结论。
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数字推盘问题的解-充分条件

我们下面来分析求解数字推盘问题的充分条件。首先我们考虑两个特殊的移动。

第一个移动为：

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 12 15

13 14 11

通过如上移动，我们知道如下置换是可以还原的

τ = (11 12 15)

第二个移动为：

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 15

13 14 12 11

5 1 7 3

9 2 6 4

13 15 8

14 10 12 11

5 1 7 3

9 2 6 4

13 15 11 12

14 10 8

通过如上移动，我们知道如下置换是可以还原的

ρ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5 1 7 3 9 2 6 4 13 15 11 12 14 10 8

]
= (1 5 9 13 14 10 15 8 4 3 7 6 2)

观察到：如果置换 σ1, σ2 可以还原，那么

• σ1σ2 可以还原：通过复合操作实现

• σ−1
1 可以还原：通过逆向操作实现

换言之，所有可以还原的置换构成了一个群。

通过上述两个移动，我们知道如下两个置换是可以还原的

τ = (11 12 15), ρ = (1 5 9 13 14 10 15 8 4 3 7 6 2)

因此由它们及其逆元复合生成的置换均可还原。直接计算发现

τ, ρτρ−1, ρ2τρ−2, · · · , ρ12τρ−12
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恰好构成集合（顺序不一致）

(11 12 1), · · · (11 12 10), (11 12 13), (11 12 14), (11 12 15)

因此这些置换均可以被还原。由上述讨论，我们知道元素

(11 12 1), · · · (11 12 10), (11 12 13), (11 12 14), (11 12 15)

生成所有的 15 元的偶置换。因此任意一个对应于偶置换的数字推盘均可以还原！总结上述讨
论，我们通过置换群的结构证明了如下结论：

定理. 数字推盘可以被还原到初始状态当且仅当其对应的数字置换是偶置换。

9 4 1 12

10 5 6 11

2 15 8 7

3 14 13

?
1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

例如对于上面这个问题，它对应的置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

9 4 1 12 10 5 6 11 2 15 8 7 3 14 13

]
=(1 9 2 4 12 7 6 5 10 15 13 3)(8 11)

是偶置换，因此我们知道它一定可以被还原。
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